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Modularna aritmetika in deljivost

Oznake
Deljivost
Kongruence

Oznake

» Z mnozica celih $tevil

» N mnoZica naravnih Stevil {1,2,3,...}
» Ny mnoZzica naravnih $tevil, skupaj z 0
» P mnoZica prastevil {2,3,5,7,...}

Jernej Tonejc Matematiéne osnove



Modularna aritmetika in deljivost

Oznake
Deljivost
Kongruence

Definicija
a deli b, a| b, &e obstaja k € Z, da velja b = ka.

Definicija

Stevilo p je prastevilo, ¢e ima natanko dva delitelja,
1 in samega sebe.

Definicija

Najvegji skupni delitelj D(a, b) celih Stevil a in b je
najvegje tako Stevilo d € Z, da velja d | ain d | b.
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Modularna aritmetika in deljivost

Oznake
Deljivost
Kongruence

Celi Stevili a in b sta si tuji, &e velja D(a, b) = 1.
PiSemo a L b.

Izrek (o deljivosti)

Za poljubni naravni stevili a in b, a > b, obstajata
k,reN,0<r<b, davellaa=k-b+r.

Za poljubne a, b, c € 7 velja D(a, b)=D(a — bc, b).
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Modularna aritmetika in deljivost
Oznake

Deljivost
Kongruence

lzrek (Evklidov algoritem)

Naslednji algoritem izraluna najvecji skupni delitel;
danih naravnih stevil a in b, a > b.
l.ri=a rn=>b
2. Dokler je r; # 0, izraCunaj riv1 = ri_1 — qjtj,
kjer je g e N in0 < rip1 < r.
3. Cejer,#0inry =0, potem je D(a, b) = r,.

v
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Modularna aritmetika in deljivost
Oznake

Deljivost
Kongruence

lzrek (o linearni diofantski enacbi)

Za poljubna a, b € 7, ne oba 0, ima enacba

ax+ by =c

reSitev natanko tedaj, ko D(a, b) | c.

OPOMBA. Resitev dobimo z razsirjenim Evklidovim
algoritmom. Ker D(a, b) deli levo stran enacbe, je implikacija

v desno oditna.

Posledica

Najc|ainc|b. Potem c | D(a,b).




Modularna aritmetika in deljivost

Oznake
Deljivost
Kongruence

Izrek

Naj bodo a, b, c € Z. Relacija deljivosti ima
naslednje lastnosti.

(i) Relacija je refleksivna (a | a) in tranzitivna
(a|binb|c=alc)
(i) Cec|ainc|b, potemc|a=+b.
(iii) CejeD(a,b)=1ina| bc, potem a| c.
(iv) Ce je p prastevilo in p | ab, potem p | a ali
p|b.
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Modularna aritmetika in deljivost
Oznake

Deljivost
Kongruence

Definicija

Naj bo m € N. Celi tevili a in b sta kongruentni po
modulu m, z oznako a = b (mod m), &e velja
m|a— b.

Oznaka x = a mod m pomeni, da a reduciramo po
modulu m, rezultat x je Stevilo med 0 in m — 1.
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Modularna aritmetika in deljivost

Oznake
Deljivost
Kongruence

Naj bodo a,b,c € Z in m € N.

(i) Relacija kongruentnosti je ekvivalen¢na relacija.

(i) Cejea=b (mod m), je ac = bc (mod m) in
atc=b+c (mod m) za poljuben c € Z.

(iii) Cejea=b (mod m) in c=d (mod m), potem je
ac = bd (mod m) inat+c=b+d (mod m).

(iv) CejeD(c,m) =1 inac= bc (mod m), potem je a= b
(mod m).

(v) CejeD(c,m)=d>1inac=bc (mod m), potem je
a=b (mod 7).
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Inverzi
Fermatov izrek
Eulerjev izrek

, Fermatov in Eulerjev izrek

Definicija

Naj bo p € P. MnoZico ostankov po modulu p
oznacimo z Z,. MnoZico nenicelnih ostankov
oznadimo z Z:.

Vsak element a € Z;, ima inverz, tj. obstaja tak
b € Z;, da velja ab=1 (mod p).

1

Inverz elementa a oznadimo z a2~ mod p.
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Inverzi
Fermatov izrek
Eulerjev izrek

,;, Fermatov in Eulerjev izrek

Pois¢i inverze vseh elementov Z3.

Poig¢i inverz elementa 112 modulo 131.
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Inverzi
Fermatov izrek
Eulerjev izrek

Zp, n, Fermatov in Eulerjev izrek

lzrek (Fermat)
Naj bo p € P. Potem za vsak element a € Z, velja

a?=a (mod p).

OPOMBA. Alternativna oblika izreka pravi
a»'=1 (mod p)

za poljuben a € Z, pt a.
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Inverzi
Fermatov izrek
Eulerjev izrek

Zp, n, Fermatov in Eulerjev izrek

Definicija

Naj bo n € N. Eulerjeva funkcija ¢(n) Steje, koliko
Stevil, manjsih ali enakih n, je tujih n.

Izra¢unaj ¢(6), ¢(11), ¢(31).

Naj bo p € P. Dokazi p(p) =p— 1.
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Inverzi
Fermatov izrek
Eulerjev izrek

, Fermatov in Eulerjev izrek

Definicija

Naj bo n € N. Mnozico ostankov po modulu n
oznalimo z Z,. Mnozico tistih ostankov, ki so tuji
proti n, ozna¢imo z Zj,.

Naj bo n € N in D(a, n) = 1. Potem je

a*M =1 (mod n).
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Naj bo D(a,n) =1 in Z; = {x1, X2, . .. , Xp(n) }-
Potem je {ax; mod n|1 < i < ¢(n)} = Z; (kot
mnoZica), saj iz ax; = ax; (mod n) sledi x; = x;
(mod n) po lemi na strani 10(iv). Potem pa je

¢(n) ¢(n) ©(n)
H X = H ax; = a¥(") H x;  (mod n)
i=1 i=1 i=1

in po krajéanju sledi a#(") = 1 (mod n). O
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Uporabnost potenciranja

Algoritem kvadriraj in mnozi

Zahtevnost potenciranja Primer

Potenciranje

V Eulerjevem in Fermatovem izreku
Uporablja se pri RSA
Uporablja se pri Diffie-Hellmanu

v

v

v

Kako ulinkovito potencirati?

v
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Uporabnost potenci
Algoritem kvadriraj

Zahtevnost potenciranja 3
evnost potencirany Primer

lzrek (Algoritem kvadriraj in mnoZi)

Naj bosta a, m naravni stevili in m = by_1 ... b1bg
dvojiska predstavitev Stevila m. Naslednji algoritem
izra¢una a™modn.

1.c=1

2. Zai=0,1,... .k —1, ponavljaj:

3 Ce je by =1, potem c < c-a modn
4. a3+ a° modn

5. Vi c
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Uporabnost potenciranja
Algoritem kvadriraj in mnozi

Zahtevnost potenciranja Primer

OpPOMBA. Obstaja tudi alternativna varianta, ki
temelji na Hornerjevem algoritmu:

l.c=1

2. Zai=k—1,...,0 ponavljaj:

3. ¢+« c®modn

4, Ce je bj =1, potem ¢ «— c-a modn

5. Vi ¢
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Uporabnost potenciranja
Algoritem kvadriraj in mnozi
Primer

Zahtevnost potenciranja

S pomocdjo vsake od razli¢ic algoritma izra¢unajmo
225 Koliko operacij potrebujemo?

Velja 25 = 11001,. Po prvi razli¢ici imamo po vrsti (prikazane
so vrednosti po koncu vsake ponovitve zanke)

0 1 2 3 4
cl2 2 2 512 33554432
al4 16 256 65536 4294967296

Po drugi razli¢ici pa dobimo (prikazana je vrednost c v 3. in 4.
vrstici algoritma in vrednost m na zaletku zanke):

114 3 2 1 0
|1l 4 64 4096 16777216
a |2 8 64 4096 33554432

V obeh primerih potrebujemo 5 kvadriranj in 3 mnoZenja.

Jernej Tonejc Matematiéne osnove



Naért

» Modularna aritmetika in deljivost

» Lp, L}, Fermatov in Eulerjev izrek

» Zahtevnost potenciranja
» Kitajski izrek o ostankih (KIO)




Motivacija
lzrek
Naloga

Kitajski izrek o ostankih

Poskusimo resiti naslednjo nalogo.

Naloga

Babica ima nekaj kovancev. Ce jih zlaga v
kuptke po 2, ji ostane eden, &e jih zlaga v
kupcke po 3, se ji lepo izide, e pa v kupcke
po b5, ji ostaneta 2. Koliko kovancev ima
babica?
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Motivacija
Izrel

Kitajski izrek o ostankih Naloga

lzrek (KIO)

Naj bodo stevila my, ..., my paroma tuja in naj bo

aj € Lp,. Sistem
x =a; (mod my)

X = ap (mod my)

x = ax (mod my)
ima enoli¢no resitev po modulu M = H _m;,

podano z
X = Z aiM;y;,

kjer je M; = % iny = M mod m;.

v
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Motivacija
Izrek
Naloga

Kitajski izrek o ostankih

Naloga

Babica ima vreto orehov. Ce jih zlaga v kuptke po
3, ji ostaneta 2, e jih zlaga v kupcke po 4, ji ostane
1, e pa jih zlaga v kupcke po 7, ji ostanejo 4.
Koliko orehov ima babica, ¢e vemo, da v vreco ne
gre ve¢ kot 100 orehov?
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Motivacija
Izrek
Naloga

Kitajski izrek o ostankih

ReSujemo sistem enactb

x =2 (mod 3),
x =1 (mod 4),
x =3 (mod 7).

|zra€unajmo najprej M =3-4-7=84in My, =4-7 = 28,
M, =3-7=21in M3 =3-4 =12. Nato ratunamo

y1=28""mod3=1"mod3=1,
yp=21""mod4=1" mod4 =1,
y3=12""mod 7=5"'mod 7 = 3.

Torej je
x =2-1.2841-1-2143-3-12 = 56+21+108 = 185 = 17 (mod 84).
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