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Prvi koraki v sferi¢ni geometriji

Miha Cancula, Tilen Marc, Dejan Siraj, Bostjan Kuzman (mentor)

Kadar govorimo o geometriji, najprej pomislimo na rav-
ninsko geometrijo. Zdi se nam povsem naravno, da je
vsota notranjih kotov v trikotniku enaka 180°. Pogosto
pa se zgodi, da nam taksno razmisljanje ne zadostuje,
ker se problemi ne pojavljajo na ravnini, temvec¢ na povr-
Sini krogle — sferi. Takrat potrebujemo drugacno, sfericno
geometrijo, v kateri je vsota notranjih kotov v trikotniku
lahko vecja od 180°. Znanje te veje geometrije je nepo-
gresljivo predvsem v kartografiji, geodeziji, navigaciji in
astronomiji. 'V naslednjih vrsticah bomo skusali pred-
staviti nekaj najbolj osnovnih pojmov in zvez v sfericni
geometriji.

Na sfero lahko nariSemo kroZnice razli¢nih veliko-

sti, njihov polmer pa je navzgor omejen s polme-
rom sfere. Najve¢jim kroznicam, ki jih lahko nari-
Semo na sfero, pravimo glavne kroZnice. Dobimo
jih tako, da sfero presekamo z ravnino, ki gre skozi
srediSce sfere.

Trikotniku na sferi, katerega stranice potekajo
po glavnih kroZnicah, pravimo sferi¢ni trikotnik.
Stranice sferi¢nega trikotnika so zato krozni loki.
Kot med dvema stranicama takSnega trikotnika je
kot med tangentama na ti dve stranici skozi njuno
presecisce (oglisce trikotnika). Za laZje racunanje
bomo vse kote podajali v radianih.

Med vsoto notranjih kotov in plos¢ino sfericne-
ga trikotnika velja prav presenetljiva odvisnost, o
kateri v ravninski geometriji ni niti sledu. Velja na-
mre¢ izrek:

Izrek. Ploscina sfericnega trikotnika je odvisna le od
vsote velikosti njegovih kotov in radija sfere. Natancneje:

P=r*S-mn),

kjer je r radij sfere in S = a + B + y vsota kotov v
trikotniku.

Za izpeljavo te zveze moramo najprej izracunati
povrsino dvojnega krajca. Dvojni krajec je del sfere,
omejen z dvema glavnima kroZnicama.

Kot o med tema dvema kroZnicama je lahko naj-
vec 1, takrat je povrSina dvojnega krajca enaka po-
vrsini sfere, torej 4772, Ko pa je kot manjsi, je tudi
povrsina krajca sorazmerno manjSa; recimo, ko je
a = 1/5, je povrsina krajca (1/5)4mr? = %. Skle-
pamo lahko, da je pri kotu a povrsina dvojnega
krajca enaka (o/m) 4mr? = 4ar?.

Stranice trikotnika ABC z notranjimi koti «, f in
y podaljamo okrog in okrog sfere. Na nasprotni
strani sfere nastane trikotnik, ki je skladen s prvo-
tnim. Dobimo tri dvojne krajce, ki vsebujejo oba
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trikotnika. Tem trem krajcem pripadajo koti a, f in
y, zato njihove povrsine merijo 4ar?, 48r* in 4yr?.

Ce jih pobarvamo, je pobarvana celotna sfera,
oba trikotnika pa celo trikrat. Zato lahko re¢emo,
da je vsota povrsin vseh treh dvojnih krajcev enaka
povrsini celotne sfere, dvakratni plos¢ini trikotnika
ABC in Se dvakratni plos¢ini skladnega trikotnika.

Zapisemo lahko enacbo:
dar* +4Br* + 4yr® = 4rr® + 2P + 2P.
Po kratkem preurejanju dobimo Zeleno zvezo:
P=r(a+B+y-mn)
oziroma P = r*(S — 7). m]

Ocitno je v primeru enotske sfere vsota notranjih

kotov v trikotniku ravno za n vecja od njegove plo-
S¢ine. Sicer pa ima pravkar dokazana zveza Se vec
zanimivih posledic. Ena izmed njih je dejstvo, da
podobnost trikotnikov, kot jo poznamo v ravninski
geometriji, v sferi¢ni geometriji nima pomena. Vsi
trikotniki na isti sferi s skladnimi koti so namre¢
skladni.

Viri

[1] Jeffrey R. Weeks, Oblika prostora, str. 90-97. DM-
FA Slovenije, Ljubljana, 1999

Kosarka, zaporniki in teorija iger
Maja Alif, Nino Basié, Maja Poklinek, Katja Berci¢ (mentor)

Igre lahko postanejo zelo resna zadeva, Ce se jih loti-
jo matematiki. Ker pa je teorija iger danes Ze izjemno
razvejana samostojna znanstvena disciplina, smo se mi
lotili le dveh majhnih problemckov. Najprej smo se se-
znanili s tako imenovano zapornikovo dilemo, nato pa
smo poskusili na podoben nacin obravnavati Se koncnico
kosarkarske tekme.

Zapornikova dilema

Dveh zapornikov zaradi pomanjkanja dokazov ne
morejo obtoZiti na dolgo zaporno kazen, lahko pa
bi ju, ¢e bi eden prical proti drugemu. Hkrati pa je
tisti, ki zatozi drugega, izpuscen ali pa mu kazen
zaradi sodelovanja zniZajo.

Zapornikova dilema je znan problem iz teorije
iger, pri kateri lahko igralca (zapornika) drug dru-
gemu koristita oz. $kodita z molkom ali obtoz-
bo. Pri zapornikovi dilemi se odlo¢amo samo med
dvema moZnostima: okoris¢anje ali sodelovanje,
pri ¢emer ne moremo natanko vedeti namena dru-
gega zapornika. Obstaja vec razlicic te dileme, pri
klasi¢ni so izidi lahko sledeci:

12

Vsak Zeli ¢im bolj zmanjsati svojo kazen. S stali-
8¢a posameznika se je bolje okoriscatii, ker je kazen
manjsa, ne glede na odloc¢itev drugega. Ker pa je
tako najbrz razmisljal tudi drugi igralec, se zgo-
di, da drug drugega obtozZita, za kar dobita 2 leti
zapora, ¢e pa bi molcala, bi dobila le pol leta.

Za oba skupaj bi bilo najugodneje, ¢e bi se dogo-
vorila in mol¢ala, vendar je to lahko tudi nevarno,
e kateri od zapornikov ne drzi besede in sprego-
vori.

B molédi B izda

A oba dobita
moléi | 6 mesecev

A dobi 10 let
B je prost

A | Aje prost oba dobita 2 leti

izda | B dobi 10 let

Tabela 1: Zapornikova dilema



Ce pa branijo trojko, potem je moZnost za zmago:

Kosarkarska tekma
v3(p) =0.70-g-p+0.15- (1 —p) (4.2)
Kogarkarska tekma se kon¢uje. Zoga je v rokah do-
mace ekipe, do konca pa je Casa le za en napad.
Gostje vodijo za dve toc¢ki. Domaci so v dilemi: vre-
¢i dvojko, ter v primeru zadetka igrati podaljsek,
v katerem zmaga ni zagotovljena, ali pa streljati
trojko, pri kateri v primeru zadetka sledi takoj$nja
zmaga. Ker pa je treba upostevati dejstvo, da je
trojko teze zadeti kot dvojko, se znajdejo v dilemi.

V dilemi pa so tudi nasprotniki. Gostje morajo

vnaprej predvideti, kaksno taktiko bodo najverje- Slika 2: Obramba za trojko
tneje uporabili gostitelji. Trener si ne sme privosci-
ti, da bi v igrah uporabljal vedno isto taktiko, saj Sedaj pri vsakem p uposStevamo za nas najmanj
ima v tem primeru nasprotnik prelahko nalogo pri ugoden izkupicek:
izbiranju strategije za obrambo. )
min(va(p), v3(p))- (4.3)
Poglejmo torej, kako pogosto naj se domaci od-
lo¢ijo za neko taktiko napada in kolikokrat naj na- Sedaj pa pois¢imo tak p, pri katerem bo naj-
sprotnik uporabi dolo¢eno taktiko obrambe. neugodnejsa resitev ¢imboljSa. Is¢emo maksimum
funkcije (4.3), ta pa je pri p = 0.654206. Ta rezul-
obramba dvojka trojka tat pove trenerju, naj se v 65% primerih odloci za
napad dvojko, v 35% primerih pa za trojko.
dvojka 33% 70%
trojka 50% 15% Ce tak izra¢un naredimo Se za trenerja ekipe v
prednosti, ugotovimo, da je najbolje v 63% prime-
Tabela 2: Verjetnost uspeha domacih glede na rih odigrati obrambo dvojke, v 37% primerih pa
odigrano obrambo obrambo trojke.
Viri

[1] L. E. Sadovski and A. L. Sadovski, Matematika
in Sport. Drustvo matematikov, fizikov in astro-
nomov Slovenije, Ljubljana, 1990

[2] Game Theory. Online. Citirano 31.8.2006 na na-
slovu http:/ /faculty haas.berkeley.edu/rjmorgan

Slika 1: Obramba za dvojko

Naj bo p verjetnost, da bomo metali dvojko, 1-p pa
verjetnost, da bomo metali trojko. Bodi g verjetnost,
da bomo podaljsek dobili, ¢e se seveda tja sploh
uvrstimo (pri nas velja g = 0.5). Ce nasi nasprotniki
branijo dvojko, potem je moZnost za zmago:

0(p) =0.33-q-p+050-(1-p) (4.1)
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Financ¢na perspektiva podjetja Mars

Amela Rakanovié¢, Ervin Strménik, Bostjan Kuzman (mentor)

V podjetjiu MARS d.o.o. izdelujejo marsovce in marsov-
ke. Pri izdelavi uporabljajo vilice in Zlice. Za obdelavo
enega marsovca je potrebno eno uro dela z vilico in dve
uri dela z Zlico, za marsovko pa pet ur dela z vilico in
dve uri dela z Zlico. Njihovi kupci so pripravljeni pla-
Cati 1¢ za vsakega marsovca in 3¢ za vsako marsovko.
Zal imajo v podjetju samo eno vilico in Zlico, njihov
delovni cas pa je omejen na 40 delovnih ur tedensko.
Koliko marsovk in marsovcev naj izdelajo vsak teden,
da bo njihov zasluzek najvecji?

Nalogo lahko prevedemo iz marsovskega v ma-
temati¢ni jezik. S spremenljivko x oznacimo Stevilo
v enem tednu izdelanih marsovcev, s spremenljiv-
ko y pa stevilo izdelanih marsovk. Za ¢as obdelave
z vilico mora veljati x + 5y < 40, za ¢as obdelave z
zlico pa 2x + 2y < 40. Tedenski iztrZzek pri navede-
nih cenah bo enak i = x + 3y.

Is¢emo torej maksimum funkcije i = x + 3y pri
pogojih
x + 5y <40,

2x + 2y < 40, x,y<0.

Vsaka od nastetih neenacb predstavlja neko
polravnino, ki si jo lahko predstavljamo kot ob-
mocje nad ali pod ustrezno premico. Obmodje, ki
ustreza vsem neenacbam, je na naslednji sliki naj-
temneje osenceno.

25

20 2x+2y =40

15

10

x + 5y =40
0 5 10 15 26\25 30 35 40

Funkcija i = x + 3y, ki predstavlja izkupicek, lah-
ko v splosnem zavzame razli¢ne vrednosti. Obmo-
gje, kjer je njena vrednost konstantna, pa si lah-
ko predstavljamo kot premico z enacbo x + 3y =i
in jo nariSemo za nekaj vrednosti i, na primer
i =10, 20, 30, 40, ...
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Na ta nacin lahko iz slike razberemo, da najvecja
vrednost za i, pri kateri ustrezna premica Se seka
osenceno obmodje, nastopi v tocki, kjer se sekata
premici x + 5y = 40 in 2x + 2y = 40. To se zgodi
v tocki (15,5), kjer je vrednost i enaka 30. Podjetju
MARS se torej najbolj splaca izdelati 15 marsovcev
in 5 marsovk na teden; z njimi bodo zasluZili 30¢.

Bistvo naloge, ki smo jo pravkar resili, je bilo
poiskati maksimum neke linearne funkcije na ob-
modju, ki ga doloca sistem linearnih neenacb. Re-
Sevanje tovrstnih problemov spada v skupino ma-
temati¢nih metod, ki jih imenujemo [linearno pro-
gramiranje. V naSem problemu sta nastopali le dve
neznanki, zato smo problem zlahka ugnali z geo-
metrijskim razmislekom. Ze pri treh neznankah pa
postane podobna naloga zelo zahtevna.

Eno prvih ucinkovitih metod za reSevanje to-
vrstnih problemov s poljubnim Stevilom neznank
in neenacb je razvil George Dantzig in je znana
pod imenom metoda simpleksov. Kasneje so razvili
Se druge hitrejSe in ucinkovitejSe algoritme, Se da-
nes pa v zvezi z linearnim programiranjem obstaja
nekaj neresenih vprasanj.

Seveda so omenjene metode za naSo obravnavo
tukaj prezahtevne, zato si oglejmo le nekaj prepro-
stejsih matemati¢nih konceptov, ki so potrebni za
njihovo razumevanje.

Mnozico to¢k M v ravnini R?> imenujemo kon-
veksna, ¢e za poljubni tocki iz te mnozice velja, da



celotna daljica, ki ju povezuje, leZi znotraj mnoZice.
Tocko v konveksni mnoZzici M imenujemo vogalna
tocka, ¢e ne lezi na nobeni odprti daljici, vsebovani
v M.

Od obeh mnoZic na spodniji sliki je konveksna
le desna. Oznacena tocka A je njena vogalna tocka,
tocki B in C pa nista vogalni, saj leZita v notranjosti
neke daljice, vsebovane v M.

Ocitno velja, da je presek dveh konveksnih mnozic
zopet konveksna mnoZica, saj za poljubni tocki iz
preseka velja, da daljica, ki ju povezuje, lezi tako
v prvi kot v drugi mnoZici. Ker je vsaka polravni-
na konveksna mnozica, bo obmodje moZznih resitev
sistema neenacb v nalogah linearnega programira-
nja z dvema neznankama vedno konveksna mnozi-

ca. Dokazati je mogoce, da v primeru, ko opazova-
na linearna funkcija zavzame ekstrem znotraj neke
konveksne mnoZice, ta ekstrem zavzame tudi v eni
od njenih vogalnih tock. Zato bi bilo v takem pri-
meru dovolj dolociti vogalne tocke in preveriti, v
kateri od njih je vrednost funkcije najvedja oziroma
najmanjsa.

Tovrstno razmisljanje je osnova tudi za reSevanje
nalog s tremi ali ve¢ neznankami, ki pa so v pra-
ksi le redkokdaj resljive brez uporabe zahtevnejsih
metod in ra¢unalnika.

Viri
[1] Dusan Hvalica, Linearno programiranje in njego-
va uporaba. Zalozba Ekonomska Fakulteta, Lju-

bljana, 2002

[2] Linear programming. Online. Citirano 31.8.2006

na naslovu http://en.wikipedia.org/wiki/Linear

_Programming

Buffonova igla

Primoz KoZelj, Nejc Rosenstein, David Kralji¢, Uros Kuzman (mentor)

Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon (1701-1788) je
bil francoski matematik, biolog, kozmolog in pisatelj. V
sredini 18. stoletja je opisal in resil problem, ki ga danes
poznamo kot problem Buffonove igle. Problem je zasta-
vljen takole: na ravnino, na kateri se nahaja neskoncno
Stevilo vzporednic, ki so med seboj oddaljene za razda-
ljo B, nakljucno vrZemo iglo dolZine L < B. Koliksna je
verjetnost, da se bo igla dotikala katere od vzporednic?

Na sliki y oznacuje razdaljo med sredis¢em igle
in med najblizjo ¢rto. Kot, ki ga igla oklepa s ¢rto,
pa je oznacen s ¢. Ker mefemo na slepo, to se-
veda pomeni, da vsaka razdalja y ter vsak kot ¢
nastopata z enako verjetnostjo ter da sta drug od
drugega neodvisna.

Ce si pri reSevanju pomagamo z grafi¢nim pri-
kazom, ugotovimo, da se bo igla dotaknila ¢rte, ko
bo

< Ii sin

Parameter y lahko zavzame katerokoli vrednost

?C A
B

med 0 in L/2, kot ¢ pa lahko meri med 0° in 180°
oziroma med 0 in 7 radianov:

L
0<y<§, O<p<m

Oglejmo si pravokotnik na naslednji sliki. Pri
vsakem metu neodvisni spremenljivki y in ¢ dolo-
¢ata neko tocko znotraj pravokotnika s stranicama
7 in B/2.
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Kot smo Ze ugotovili, se bo igla dotaknila ¢rte, ko
bo veljalo y < & sin ¢, zato je na sliki narisana kri-
vulja y = §sing. Za vse tocke pod krivuljo se je
igla dotaknila ¢rte, kar oznac¢imo za uspeSen po-
skus, tocke nad krivuljo pa predstavljajo zgresen
poskus.

Verjetnost uspeha P je torej kvocient med plo-
§¢ino podrodja pod krivuljo, ki ga dolocajo uspesni
izidi, in plos¢ino celotnega pravokotnika. Plo$¢ina
podrodja uspesnih poskusov meri

A = f %sin(pd(p =1L,
0

plog¢ina pravokotnika pa je A = nZ. Od tod sledj,
da je verjetnost, da zadenemo ¢rto, enaka

poAs_ L _2
‘A‘ng_nB‘

V posebnem primeru, ko je L = B, je

P= 2 ~ 0,63662.
7'(

VedoZeljni bralec lahko ta rezultat sam preveri
tudi eksperimentalno, ¢e le ima dovolj ¢asa.
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V babicini skrinji poiscite Sivanko in na veliko
polo papirja narisite vzporedne ¢rte. Razmak med
njimi naj bo enak dolZini Sivanke. Nato na polo
mecite Sivanko ter si zapisujte Stevilo uspesnih in
vseh poskusov. Po priblizno 10.000 ponovitvah bo-
ste dobili Ze kar dober priblizek za zgoraj izracu-
nani rezultat.

Se bolj zabavno pa je, da lahko na ta nacin iz-
racunamo priblizek Stevila 7, saj iz prej izpeljane
formule sledi

N
=

"B

Uporabno natan¢nost sicer dosezemo Sele z iz-
redno veliko poskusi. Lahko pa imamo sreco kot
italijanski matematik Mario Lazzarini, ki je izvedel
poskus z iglo leta 1901. Iglo naj bi vrgel 3408-krat
ter dobil znan in zelo dober priblizek 7 = 355/113.

V praksi lahko danes take eksperimente zame-
njamo z ra¢unalnisko simulacijo in jih tako pospe-
$imo. Problem Buffonove igle je preprost primer
simulacije tipa Monte Carlo, s kakrSnimi se simu-
lira obnasanje stevilnih fizikalnih in matemati¢nih
sistemov.

Viri

[1] Robert. B. Banks, Ledene gore, padajoce domine
in druge prigode iz uporabne matematike. DMFA
Slovenije, Ljubljana, 2004

[2] Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon. Onli-
ne. Citirano 31.8.2006 na naslovu http://en

.wikipedia.org/wiki/Georges-Louis_Leclerc,_Comte

_de_Buffon

[3] Monte Carlo method. Online. Citirano 31.8.2006

na naslovu http:/ /en.wikipedia.org/wiki/Monte

_Carlo_method



Met kosarkarske Zoge

AnZe Stari¢, Dominik Surc, Tomo Umer, Uro§ Kuzman (mentor)

Fiziko in matematiko je clovek uporabljal Ze od prazgo-
dovine. Zal se pri preprostem lucanju kamenja in sulic
ni zavedal, kaj vse se skriva za preprostim gibom. Iz pre-
ucevanja tega giba se je skozi tisocletja razvila balistika.
Ze v rimskem Sasu so morali vedeti, kakSen domet imajo
katapulti. V vecini primerov je torej balistika povezana
z oroZjem. V nasem projektu pa se bomo osredotoCili na
Sport, ki ga je leta 1891 izumil James Naismith. Zasta-
vili smo si problem meta na kos. Imamo kosarkasa, ki
stoji na Crti za izvajanje prostih metov. Znana je njegova
visina, zaCetna hitrost, s katero mora vreci Zogo, visina
kosa in razdalja, s katere se izvajajo prosti meti. Nas cilj
je dolociti kot, pod katerim je potrebno vreci Zogo.

Navpicni met

Za reSevanje teZjega problema si bomo najprej ogle-
dali model navpi¢nega meta, pri katerem se nas
objekt giblje premocrtno. Denimo, da Zogo zaluca-
mo navpi¢no navzgor. Edina sila, ki deluje na nas
objekt, je gravitacijska sila. Uporabimo drugi New-
tonov zakon o gibanju in dobimo enacbo —F; = ma.
Ugotovimo, da je pospesek Zoge a konstantno enak
—g (negativen predznak dodamo zato, ker je pospe-
Sek v nasprotni smeri gibanja), torej gre za enako-
merno pospeSeno gibanje. Znani sta nam enacbi:

v pomeni hitrost, vy zacetno hitrost, ¢ ¢as, s pot, in
so zacetno pot. S pomodjo enacb izracunamo maksi-
malno visino H = vy?/2g.

Posevni met

Sedaj bomo problem zastavili tako, da Zogo vrZe-
mo v posevni smeri pod kotom a z zacetno hitro-
stjo. Hitrost razstavimo na navpi¢no in vodoravno
komponento. S pomoc¢jo enacbe (7.2) in enacbe za
premo enakomerno gibanje s = vt dobimo pozicijo
sredisca Zoge

g

T(votcos a, vt sina — 7) (7.3)

v odvisnosti od &asa. Ce iz abscise izrazimo ¢as in
ga vstavimo v ordinato, dobimo zvezo:

8 2

=(tana)x — | ————|x 74

y = ) (2?}02 cos? a) 7.4)

Iz enacbe je razvidno, da se telo giblje po paraboli.

Najvisjo tocko leta izracunamo s pomocjo enacbe za

absciso temena parabole in ugotovitve iz razdelka
7.1:

2
_ (L .
v =10 +at 7.1) M| == sina cos @, vy? sin? a) (7.5)
a2
s =5p + vpt + - (7.2)
M

1 ! |

Vo h H !
0 ‘ ! 1

0 1 2 3 4 5 N

Slika 1: Skica tirnice Zoge pri poSevnem metu

Pri metu koSarkarske Zoge je cilj praviloma visje
od tocke izmeta.

1z slike je razvidno, da parabola seka vodoravno
premico visine kosa v dveh tockah. Ce se torej vr-
nemo k prvotnemu problemu meta na kos, sta ob
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zacetnih podatkih moZni dve krivulji leta in s tem
dva kota. Ena resitev ne pride v postev, saj bi se
7o0ga priblizala obro¢u s spodnje strani. Zelimo, da
zoga prileti skozi kos, ko je Ze dosegla maksimal-
no visino. Z uporabo zveze in enacbe 7.4 dobimo
konéno formulo za izrac¢un kota:

2 2
_w _ 8oy 8
tana = ol [1 + \/1 ! (2h 002)]

Ker je tangens narascajoca funkcija in mi Zelimo
vedjega izmed kotov, izberemo seStevanje.

Zanimivost

Niccolo Tartaglia je Se leta 1550 v knjigi Nova zna-
nost zagotavljal, da se telo pri poSevnem metu gi-
blje po nagnjeni premici, po delu kroga in po nav-
pi¢ni premici. Leta 1638 je G. Gallilei pokazal, da
se pri vodoravnem metu telo giblje po paraboli.

hitrost = 7.6
e

visina=1.9

Slika 2: Tartaglieve tirnice
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