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Uvod

V nasem projektu bomo prikazali kako se »Zivlje-
nje na Marsu« povezuje tudi z matematiko.

ALH 84001 je meteorit, ki so ga nasli v kraju Al-
lan Hills na vzhodu Antarktike leta 1984. Nasla
ga je skupina iskalcev meteoritov iz projekta AN-
SMET. Ko so leta 1996 znanstveniki sporo¢ili, da
vsebuje mikroskopske strukture, ki bi lahko bi-
le fosilne bakterije - prve sledi Zivljenja, je postal
eden izmed najbolj znanih meteoritov. Spore bak-
terij in organizmov, ki lahko obstojajo v kamni-
nah, bi lahko po predvidevanjih Zivele v vesolju
do 5 let. To pomeni, da je prenos Zivljenja z Marsa
na Zemljo teoreti¢no moZen!

V meteoritu so nasli tudi kristale v obliki prireza-
nega heksa-oktaedra, ki niso produkt nobenega
znanega anorganskega procesa v naravi. Tvorijo
jih pa bakterije. Strukture imajo od 20 do 100 na-
nometrov v premeru.

Poliedri

Poliedri so geometrijska telesa z ravnimi mejnimi
ploskvami. Nas v projektu zanimajo predvsem
poliedri, ki imajo veliko stopnjo simetrije in zato
izkazujejo lepoto oblike. Poliedre delimo na kon-
veksne in nekonveksne. Konveksni so tisti, ki ni-
majo nobenega dela vbocenega oz. matemati¢no:
¢e izberemo poljubni dve tocki v notranjosti po-
liedra in ju poveZemo z daljico, mora celotna le-
Zati v notranjosti. Nekonveksni poliedri so tisti,
ki niso konveksni. Podrobneje si oglejmo konve-
ksne poliedre, ki imajo za ploskve pravilne mno-
gokotnike. Ta razdelimo na platonska telesa, arhi-
medska telesa, enakorobe pokon¢ne prizme, ena-
kostrani¢ne antiprizme in Johnsonova telesa.
Zanimanje za poliedre izvira iz stare Gr¢ije, kjer
so Ze poznali platonska telesa.

Definicija Platonska telesa so konveksni poli-
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edri, ki imajo za mejne ploskve skladne pravilne vecko-
tnike ene vrste in imajo vsa 0glis¢a enako konfiguraci-

jo.

Platonska telesa so:

e tetraeder
omejujejo ga 4 enakostrani¢ni trikotniki, ki se
po 3 stikajo v posameznem oglis¢u
e oktaeder
omejuje ga 8 enakostrani¢nih trikotnikov, ki se
po 4 stikajo v posameznem oglis¢u
e ikozaeder
omejuje ga 20 enakostrani¢nih trikotnikov, ki
se po 5 stikajo v posameznem oglis¢u
e kocka ali heksaeder
omejuje ga 6 kvadratov, ki se po 3 stikajo v po-
sameznem oglis¢u
e dodekaeder
omejuje ga 12 pravilnih petkotnikov, ki se po
3 stikajo v vsakem oglis¢u
Izrek Platonskih teles je natanko 5.
Dokaz Namesto strogega matematic-
nega dokaza bomo naredili bolj intuitiven dokaz.
Poglejmo si oglis¢e A v platonskem telesu, sesta-
vljenem iz samih trikotnikov. V A se lahko stika
le 3, 4 ali 5 ploskev. Ce bi se v A stikalo 6 ali vet
ploskev, ta polieder ne bi bil ve¢ konveksen ali pa
se ne bi niti dvignil iz ravnine. V mreZi bi namre¢
6 trikotnikov ob oglis¢u A zapolnilo ves kot okoli
A in konveksnega telesa ne bi mogli narediti.
Ce se v A stikajo sami kvadrati ali sami petkotni-
ki, so tilahko le trije. Iz podobnega razloga kot pri
trikotnikih tudi Stirje kvadrati ali pravilni petko-
tniki okoli oglis¢a A v mreZi zapolnijo ves kot in
jih ne moremo dvigniti do konveksnega poliedra.
Dokazali smo torej, da je platonskih teles najve¢ 5.
Ker so tetraeder, oktaeder, ikozaeder, dodekaeder
in kocka platonska telesa, jih je natanko 5.

Definicija Arhimedska telesa so polpravilni

Polpravilni polieder je polieder, ki ima za ploskve same pravilne mnogokotnike in je njegova grupa simetrij tranzitivna na oglis¢ih.
To pomeni, da ¢e izberemo poljubni oglis¢i A in B, obstaja nek element iz grupe simetrij tega poliedra, ki preslika A v B.



poliedri', ki imajo za mejne ploskve razlicne pravilne
veckotnike, vsa oglisca pa imajo enako konfiguracijo.

Taksnih teles je 13.

Na sliki 1 je prikazanih 5 prirezanih platon-
skih teles, ki so tudi arhimedska in sicer od leve
proti desni: zadaj prirezani dodekaeder in prire-
zani ikozaeder, spredaj prirezani tetraeder, prire-
zani heksaeder in prirezani oktaeder.

Slika1l Arhimedska telesa

Definicija

Enakorobe pokoncne n-strane prizme

so pravilni poliedri z dvema osnovnima ploskvama A
in B ter plaséem. A in B morata biti pravilna n-kotnika
in obstajati mora translacija v smeri pravokotno na A,
ki A preslika v B. Plas¢ je sestavljen iz kvadratov, ki
povezujejo osnovni ploskvi.

Definicija Enakoroba n-strana antiprizma je
polieder, sestavljen iz dveh vzporednih kopij pravilne-
ga n-kotnika, ki ju povezuje plasc¢ enakostranicnih tri-
kotnikov.

Slika 2 Enakoroba
4-strana antiprizma

Definicija Johnsonovo telo je konveksni poli-
eder s ploskvami iz pravilnih mnogokotnikov, ki ni
plantonsko telo, arhimedsko telo, prizma ali antipriz-
ma. Teh teles je 92.

Duali

Vsak polieder ima svoj dualni polieder. Njegova
oglis¢a lezijo na ploskvah prvotnega poliedra in
so povezana tako, da sta sosednji ploskvi origi-
nala povezani z robom. Dual duala je spet prvo-
tni polieder.

Nekaj zanimivih primerov:

— Dual ikozaedra je dodekaeder,
— Dual tetraedra je tetraeder,
— Dual heksaedra je oktaeder:

Slika 3 Dual kocke

Trunkacija

Ce poliedru odsekamo nekaj oglis¢, dobimo pri-
sekan polieder. Obicajno s prisekanim poliedrom
oznacujemo polieder, ki ima odsekana vsa ogli-
$¢a. Trunkacija je postopek, pri katerem iz polie-
dra dobimo prisekan polieder.

Spomnimo se prirezanega heksa-oktaedra iz uvo-
da. Heksa-oktaeder je polieder, sestavljen iz 8
enakostrani¢nih trikotnikov in 6 paralelogramov.

Slika4 Heksa-oktaeder

Ce heksa-oktaedru odsekamo vsa oglis¢a stopnje
5, dobimo prisekan heksa-oktaeder, ki je povezan
z dokazovanjem Zivljenja na Marsu, kot je pred-



stavljeno v uvodu.

Simetrija poliedrov

V obicajnem Zivljenju simetrija pomeni skladnost
levega in desnega dela telesa, bolj natan¢no, de-
la sta zrcalni podobi drug drugega. V matematiki
pomeni simetrija preslikavo telesa samega vase,
pri ¢emer se slika ne razlikuje od originala.

Definicija Grupa simetrij poliedra je mnoZi-
ca vseh tistih izometrij prostora, ki ohranjajo polieder.

Zrcaljenje preko to¢ke je primer simetrije polie-
dra. Za zrcaljenje okoli toc¢ke velja, da ce telo dva-
krat prezrcalimo, dobimo spet prvotno telo.
Rotacijsko simetrijo imajo telesa, za katera obsta-
ja rotacija, ki jih preslika vase. To si lahko eno-
stavno predstavljamo tako, da vzamemo neko te-
lo in ga zavrtimo okoli osi za dolocen kot. TeZje
si predstavljamo zrcaljenje, saj ga z rotacijami ne
moremo simulirati. Za poliedre obstaja le 5 siste-
mov rotacijske simetrije: cikli¢na, diedrska, tetra-
edrska, oktaedrska in ikozaedrska.

Sistemi rotacijskih simetrij:

e Cikli¢na simetrija
je najenostavnejsi primer rotacijske simetrije.
Telo s cikli¢no simetrijo ima vsaj eno rotacij-
sko os. Najdemo jo na primer pri piramidah,
zvezdah ...

Izrek Za vsako rotacijsko os poli-
edra A obstaja tak najmanjsi kot «, da je rota-
cija za «a okoli te osi v grupi simetrij poliedra
A. Vse ostale rotacije okoli te osi, ki so v grupi
simetrij poliedra A, so natanko mnogokratniki
rotacije za kot a.

Dokaz Naj bo y rotacijska os polie-
dra A in naj bo a tak najmanjsi kot, da je rota-
cija za o okoli te osi v grupi simetrij A. Naj bo
rotacija za f okoli y iz grupe simetrij poliedra
A in naj bo k najmanjSe tako naravno $tevilo,
daje k*a+p = 360°. Potem velja: k + o +
je v grupi rotacij poliedra A okoli osi y in zato
k+a+p=360°alik*a+p > 360°+ a. Vemo,
da je bil k najmanjsi tak, daje k* a + § > 360°.
Torej k - a + p = 360°. Ce vzamemo f§ = 0, vi-
dimo, da obstaja tak /, da je [ * @ = 360°. Sledi:
B=(1-k*a.

Definicija Naj bo A polieder, y os rotacij-

ske simetrije in a rotacija za najmanjsi kot okoli

te osi. Red osi y je tako najmanjse Stevilo k, da je
k .

af =id.

Izrek Naj bo A polieder, y os rota-
cijske simterije reda k in g rotacija okoli te osi.
Potem je ¢ = id.

Dokaz obstaja [, da velja 8 = a'. To-
rej: f5 = (a')f = (&F) = id.

e Diedrska simetrija
Telo A z diedrsko simetrijo ima v grupi sime-
trij vsaj 2 elementa. Ta dva sta rotacija okoli
glavne osi za kot a in rotacija okoli stranske osi,
ki je pravokotna na glavno os, za kot 180°. Se-
veda mora grupa simetrij telesa A vsebovati
tudi vse kompozitume teh dveh elementov.
o Tetraedrska simetrija
Telo A s tetraedrsko simetrijo ima 7 takih rota-
cijskih osi kot tetraeder. Ta ima:
— 4 osi reda 3, ki gredo iz enega oglis¢a do
sredine nasprotne mejne ploskve,
— 3osireda 2 pa skozi sredine nasprotnih ro-
bov.
e Oktaedrska simetrija
Telo A z oktaedrsko simetrijo ima 3 mnoZice
takih rotacijskih osi kot oktaeder. Ta ima:
— 3 med seboj pravokotne osi reda 4. Vsaka
taksna os gre skozi nasprotni oglisci,
— 4 osi reda 3. Te gredo skozi sredis¢a na-
sprotnih mejnih ploskev,
— 6 osi reda 2. Te gredo skozi sredis¢a na-
sprotnih robov.
e Ikozaedrska simetrija
Telo A z ikozaedrsko simetrijo ima 31 rotacij-
skih osi kot ikozaeder. Ta ima:
— 6 osi reda 5, ki potekajo skozi nasprotni
oglis¢i,
— 10 osireda 3, ki potekajo skozi sredis¢a na-
sprotnih mejnih ploskev,
— 15 osireda 2, ki potekajo skozi sredis¢a na-
sprotnih robov.

Zraven rotacijske je ena izmed pomembnejsih
simetrij tudi zrcalna simetrija. Telo ima zrcalno si-
metrijo, ¢e obstaja ravnina, da zrcaljenje preko te
ravnine ohranja telo. Primer zrcalne simetrije pri
kvadratu je zrcaljenje preko ravnine, vzporedne z
dvema ploskvama, ki gre skozi teZisce.

Zrcalna simetrija je zelo pogosta tudi v nara-
vi. Tako so na primer ¢loveska, metuljeva, Zabina,
ribja ... leva in desna polovica telesa zrcalno sime-



tri¢ni. Taki simetriji v biologiji re¢emo bilateralna
simetrija.

b ad

Slika 5 Simetrija v naravi

V glasbi smo pogosto pri¢a ponavljanju teme in
v Beethovnovi 5. simfoniji hitro opazimo simetri-
jo. Tudi v drugih zvrsteh umetnosti simetrija igra
pomembno vlogo. Za konec navedimo $e nekaj
primerov: v arhitekturi slaven Eifflov stolp, Ta-
dz Mahal, Stonehenge, pri Sportu sinhrono pla-
vanje...
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