Hiperkocka

Naloga

Si lahko zamislite pravokotnico na tri koordinate
prostora? Ker Zivimo v tridimenzionalnem pro-
storu, se nam ta naloga zdi prezahtevna. Ana-
litiéni geometriji to ne povzro¢a nobenih tezav,
saj lahko ra¢unamo v ve¢ dimenzijah, dasirav-
no si jih ne moremo predstavljati. Za predstavo
pa ostanejo triki: projekcije, sence in sklepanje z
manj na ve¢ dimenzij.

Hiperkocke

Hiperkocke so kocke, posplosene na razli¢ne di-
menzije. V dimneziji 0 jo predstavlja tocka. Eno-
dimenzionalno hiperkocko dobimo tako, da to
tocko premaknemo za razdaljo ene enote. Njena
pot opise daljico, katere oglis¢a ozna¢imo z 0 in 1.
Daljico nato ponovno premaknemo za eno enoto
v smeri, pravokotni na samo daljico. Tako dobi-
mo kvadrat - hiperkocko v dveh dimenzijah. No-
vonastali lik "dvignemo" za eno enoto pravoko-
tno nad ravnino, kot prikazuje slika. Nastane obi-
¢ajna (3 D) kocka.

Naslednji korak je podoben prej$njim, a abstrak-
tnejsi, saj kocko premaknemo pravokotno na vse
tri koordinatne osi. Prostor, ki je s tem premikom
opisan, je 4-dimenzionalna hiperkocka, imenova-
na teserakt. V vsakem njenem oglis¢u se stikajo
Stirje pravokotni robovi. Oglis¢a ozna¢imo s ko-
ordinatno ¢etverico, na primer (0, 0, 0, 0), (0,1, 1,
0) ... Z njimi lahko ra¢unamo enako kot s trojica-
mi v 3 D prostoru ali s pari koordinat v ravnini (2
D). Objekte lahko po tem postopku raztegujemo
v neskon¢nost. Nastajajo novi evklidski prostori s
poljubno mnogo dimenzijami.

n-dimenzij

Prvi zanimivi takonastali objekt je torej teserakt.
Ker ima le 4 dimenzije, lahko mnoge njegove la-
stnosti spoznamo intuitivno. Z nadaljnjim premi-
kanjem se pojavijo nove daljice, kvadrati, kocke ...
Ceprav se njihovo tevilo povetuje po dolotenih
zakonitostih, si pri penteraktu (5 D) in hiperkoc-
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N-prostor|oglis¢a|robovi|kvadrati kocke teserakti|5D hiperkocke 6D hiperkocke
0 1 0 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0
2 4 4 1 0 0 0 0
3 8 12 6 1 0 0 0
4 16 32 24 8 1 0 0
5 32 80 80 40 |10 1 0
6 64 192|240 160 |60 12 1
7 128 448 1672 560 (280 84 14
8 256 1024 (1792 1792 (1120 448 112
9 512 |2304 4608 5376 [4032 2016 672
10 1024 |5120 (11520 [15360(13440 (8064 3360

Slika1 Penterakt

Pri premiku, potrebnemu za konstrukijo kocke v



Hiperkocka

feserar

Slika2 Tabela stevila
objektov hiperkock

dimenzijo viSe, dobimo torej zafetno in kon¢no
sliko, ki ju povezujejo daljice, ploskve ... Stevilo
oglis¢ se tako podvojuje. Tocke zacetne slike pri
premiku opisejo nove daljice. Stevilo robov je za-
to enako vsoti robov zacetne in kon¢ne slike ter
Stevilu tock ene izmed slik. (glej tabelo) Podobno
premik kvadratov opise novo kocko in je zato Ste-
vilo kvadratov hiperkocke v dimenziji visje vsota
Stevila kvadratov zacetne in koncne slike ter Ste-
vila daljic za¢etne slike. Enako velja za 3 D koc-
ko, teserakt in vse hiperkocke visjih dimenzij. Zdi
se, da so dobljena stevila tock, daljic, kvadratov ...
koeficienti potenc polinoma 2x + 1. Primer:

Qrx+1)P° =8> +12x% +6x + 1

(x + 1)* = 160x* +32x° +24x2 + 8x + 1

Kocka ima 8 oglis¢, 12 robov, 6 ploskev in je sa-
ma 1 kocka. Teserakt ima dvakrat toliko oglis¢, 32
robov, ploskev je 24, sestavlja pa jo Se 8 kock.
Dokazimo to domnevo z indukcijo.

Baza indukcije za n = 1: to je 1 daljica, ki ima se-
veda 2 oglis¢i. Predpostavimo, da koeficienti po-
linoma (2x + 1)" predstavljajo Stevilo oglis¢, da-
ljic, kvadratov, kock ... n-dimenzionalne kocke.
Zdaj naredimo premik kocke v (1 + 1)-dimenzijo.
S tem se Stevilo vsakega izmed objektov (oglis¢
...) podvoji, nato pa se mu pristeje Stevilo objek-
tov ene manjSe dimenzije od n-hiperkocke (torej
vsako Stevilo tabele dobimo kot vsoto Stevila v
kvadratku predhodnje vrstice in stolpca ter dva-
kratnika Stevila nad prvotnim kvadratkom).

x+ 1" = {Z (Z)(Zx)k] 2x+1) =

k=0
n

- (Z)(Zx)k“ +Y (Z)(2x)k
0 k=0

k=

Pri prvem enacaju smo uporabili indukcijsko
predpostavko in dobili, da je stevilo objektov (n +
1)-hiperkocke pri neki potenci x-a dvakratnik is-
tega objekta pri n-hiperkocki (stopnja x-a se pove-
¢a, ker ima prostor zdaj eno dimenzijo ve¢), zra-
ven pa je potrebno pristeti nove objekte, ki jih do-
bimo s premikom objektov z eno dimenzijo manj
(sedaj imajo isto stopnjo x-a zaradi enakega razlo-
ga kot prej). ]

Hanojski stolpi

Obstaja legenda o indijskem templju, v katerem
je velika soba s tremi obrabljenimi drogovi, ki jih
obkroza 64 zlatih plostic. Brahmani premikajo te
ploscice glede na pravila igre. Po legendi bo po
zadnjem premiku plos¢ice konec sveta. Ta zgodba
je bila povod za matemati¢no igro. Podane ima-
mo tri palice. Na prvi palici so na zacetku nata-
knjeni obro¢i razli¢nih velikosti po vrsti od najve-
¢jega do najmanjsega. Obroce lahko premikamo
med palicami. Pri potezi lahko naenkrat z ene pa-
lice na drugo prelozimo le zgornji obro¢, pri ce-
mer morajo biti po koncu poteze na ciljni palici
diski urejeni po velikosti od najmanjSega zgoraj
do najvecjega spodaj.

el

Slika 3 Hanojski stolpi

Problem za n-obrocev je izomorfen (enak) iska-
nju hamiltonske poti po n-hiperkocki. Hamilton-
ska pot je sprehod po povezavah (robovih) grafa
hiperkocke, ki obisc¢e vsako to¢ko natanko enkrat.
Postavimo hiperkocko v sredis¢e koordinatnega
sistema tako, da eno oglis¢e sovpada z (0,0,0, ...)
in da vsi robovi iz tega oglis¢a leZijo na koor-
dinatnih oseh (teh je 7, enako mnogo kot je di-
menzija hiperkocke). Torej dobimo koordinate 2"
razli¢nih koordinatnih n-teric oglis¢ (1,0,0,...,1),



0,1,1,...,0),... kjer n-ta koordinata predstavlja n-
ti najvedji obroc¢. Ko prehodimo eno povezavo na
hiperkocki, se prestavimo iz enega oglis¢a v sose-
dnje, pri tem pa se zamenja natanko ena koordi-
nata oglis¢a (na primer iz (0,0,1,0) na (0,1, 1, 0)).
To pomeni, da smo nataknili obro¢ na neko drugo
palico. DokaZimo zdaj, da nam hamiltonska pot
prinese Zeljeni rezultat. Poskusimo spet z induk-
cijo. Ko imamo en obro¢, lahko problemu priredi-
mo enodimenzionalno hiperkocko, to je daljico.
Hamiltonska pot daljice je kar 0 — 1, torej eno-
stavno prestavimo obroc iz ene palice na drugo. S
tem je igra koncana.

Predpostavimo zdaj, da nam hamiltonska pot po
n-hiperkocki re$i problem za n obroc¢ev in imamo
pred sabo problem z n + 1 obro¢i. Temu proble-
mu priredimo graf (n + 1)-dimenzionalne hiper-
kocke. Ker je njen graf pravzaprav graf dveh n-
hiperkock, kjer paroma poveZemo istoleZeca vo-
zlis¢a lahko uporabimo indukcijsko predpostav-
ko za prvih n obrocev in se sprehodimo po pr-
vi hiperkocki. Ti obro¢i so potem na drugi, za-
dnji, najvedji pa Se zmeraj na prvi palici. Presta-

vimo prvi obro¢ na tretjo palico in s tem sko¢imo
iz prve n-hiperkocke na drugo. Znova uporabi-
mo indukcijsko predpostavko za prvih n obrocev
in jih prestavimo iz druge palice na tretjo. Tako
lahko naredimo hamiltonsko pot tudi po drugi n-
hiperkocki. Uspelo se nam je sprehoditi po celi hi-
perkocki (n + 1)-dimenzije. [ ]
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