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O zivljenju na MARSu

Iz kapitanovega dnevnika

Ko sem se pred dvema letoma prvi¢ odpravil na
MARS v Koper z majhno skupino dijakov, si niti
najmanj nisem predstavljal, na kaksno potovanje
se sploh podajam. Skupaj s studenti Urosem, Ka-
tjo in Mojco smo pripravili nekaj matematicno—
racunalniskih delavnic, povabili se dva predava-
telja in izbrali nekaj moznih tem za krajse sku-
pinske projekte. A le kdo bi si takrat upal staviti,
da bo prijavljenim dijakom vse to sploh zanimi-
vo?

Ideja o matematicnem raziskovalnem taboru
za srednjesolce sicer ni bila posebej nova. Zeleli
pa smo si bolj kot reSevanje tekmovalnih nalog
izpostaviti ustvarjalno raziskovanje raznovrstnih
problemov in spoznavanje Sirse vloge matema-
tike v sodobnem svetu. Zamisel, da se dijaki v
nekaj dnevih naucijo osnov uporabe racunalni-
Skih programov za matematiko in jih uporabijo
pri izdelavi interaktivnih modelov, s katerimi naj
ilustrirajo svoje lastne krajse clanke, pa se je zde-
la kar noro ambiciozna. A MARSovci in MAR-
Sovke, ki so se prijavili za nase potovanje, so bili
res kot iz drugega planeta. Njihovo navdusenje
nas je vse skupaj odneslo v breztezno stanje. Ob
duhovitih nastopih predavateljev, zabavnih ma-
tematicnih odkritjih v delavnicah, napetih vece-
rih ob strateskih igrah in nikoli povsem koncanih
projektih smo pozabili, kdaj je noc in kdaj je dan.

In skoraj vsi smo se odpravili na MARS tu-
di leto kasneje. Letosnje potovanje pa je Ze tretje
zapored in vsako leto je nas program aktivno-
sti daljsi in bolj pester. MARSovski popotniki iz
prejsnjih let se radi vracajo, z njihovim Stevi-
lom raste tudi nasa posadka. Vedno znova me s
svojo zagnanostjo presenecajo izjemni mladi lju-
dje, ki se tukaj zberejo, da bi se med poletnimi
pocitnicami ob druZenju z vrstniki ukvarjali z
matematiko. Ko piSem te vrstice, se je zadnji le-
tosnji MARSouski vecer Ze prevesil v noc, dijaki
okoli mene pa v racunalnici Se vedno zavzeto pri-
pravljajo svoje projekte. Od tam gotovo ne bodo

sli naravnost v posteljo, a preprican sem, da bo
jutrisnja predstavitev najboljsa do sedaj. Za to
ima glavne zasluge moja cudovita posadka: Ka-
tja, Mojca, Nino, Peter, David, Dejan, Gasper in
Tine.

Se $tevilni ljudje pa so zasluzni, da je nase
vesoljsko plovilo sploh vzletelo. Prof. dr. Dragan
Marusic in prof. dr. Andrej Brodnik sta MAR-
Sovcem gostoljubno ponudila prostor za delo na
Univerzi na Primorskem, dvakrat na Fakulteti za
matematiko, naravoslovje in inf. tehnologije in
enkrat na Pedagoski fakulteti v Kopru. Formal-
ne okvire za pripravo projekta sta nam zagotovi-
la DMFA Koper na celu s predsednikom Aljoso
Zerjalom in DMFA Slovenije, ki mu je predsedo-
val dr. Milan Hladnik. Prof. dr. Peter Semrl pa je
kot prvi gostujoci predavatelj s svojim nastopom
dal potrebno kredibilnost MARSovskim predava-
njem. Posluh za nase ideje so imeli tudi na Javni
agenciji za raziskovalno dejavnost RS, ki je bila
glavni sofinancer programa, s svojimi prispevki
pa so dijakom in studentom olajsali udelezbo tudi
Ministrstvo za Solstvo in sport RS, Studentska
organizacija Univerze v Ljubljani, podjetje Hypo
leasing in Studentski svet FMF. Vsem se iskreno
zahvaljujem za podporo in upam, da lahko nanjo
Se racunamo.

Nazadnje pa naj se zahvalim Se vam, dragi
MARSovci. Preprican sem, da boste nekateri od
vas v Zivljenju sli Se dale¢ — morda bo med va-
mi kdo prav zares poletel v vesolje. Dotlej pa naj
MARS ostane nas simbol za odkrivanje nezna-
nega, skrivnostnega sveta, kamor Se ni stopila
¢loveska noga. Sveta, ki je plod nase neverjetne
¢loveske domisljije. Sveta matematike.

Bostjan Kuzman, va$ kapitan.

V Kopru, 29. avgusta 2008 ob 23.35, do pristan-
ka se 00 dni, 16 ur, 24 minut in 43 sekund.



O predavanjih in predavateljih

MARSovska predavanja so namenjena predvsem Sirjenju obzorij. Dijaki in drugi posluSalci ob raznovrstnih
temah in predavateljih spoznavajo nove matemati¢ne vsebine, njihovo uporabo na razli¢nih znanstvenih
ali tehni¢nih podrogjih in pomen raziskovalnega dela v sodobni druzbi.

Predstavitev predavateljev

Prof. dr. Peter Semrl

Univerza v Ljubljani, Fakulteta za mat. in fiziko

31. avgust 2006
Zakaj matematike zanimajo realna $tevila?

28. avgust 2007
Uvod v linearno algebro

28. avgust 2008
Racionalna in iracionalna $tevila: katerih je ve¢?

O predavatelju: Prof. Peter Semrl poucuje na Fa-
kulteti za matematiko in fiziko v Ljubljani in je
mednarodno izjemno uveljavljen slovenski mate-
matik, ki tudi aktivnho sodeluje v uredniskih od-
borih nekaterih najprestiznejsih znanstvenih revij
s podrodja linearne algebre in analize. Za svoje re-
zultate je prejel nekaj mednarodnih nagrad in leta
1996 tudi drzavno nagrado Republike Slovenije. Na
MARSu smo se lahko veckrat prepricali, da zna s
svojim energi¢nim in duhovitim nastopom ter po-
gledi na matematiko, $tudij in delo navdusiti tudi
mlade.

Prof. dr. Dragan Marusi¢

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matemati-
ko, naravoslovje in inf. tehnologije

27. avgust 2007
Hamiltonski cikli in poti v simetriénih grafih

Problem trgovskega potnika, ki Zeli po najkrajsi poti obi-
skati vsa mesta na zemljevidu, v matematiéni teoriji
grafov pogosto obravnavamo kot iskanje Hamiltonskih
ciklov in poti. Predstavili bomo nekaj vprasanj v zvezi z
njihovim obstojem v simetricnih grafih, ki so sicer raz-
meroma lahko razumljiva, pa kljub temu predstavljajo
Se neresene izzive sodobnim matematikom.

O predavatelju: Prof. Dragan Marusi¢ velja za vo-
dilnega slovenskega raziskovalca na podrodju al-
gebrske teorije grafov in permutacijskih grup, na
katerem je z velikodusnim odnosom vzgojil tudi
zelo uspes$no skupino sodelavcev. Za svoje stevilne
mednarodno odmevne rezultate je leta 2002 prejel
Zoisovo nagrado, v zadnjih letih pa je bil aktiven
pri ustanovitvi nove Fakultete za matematiko, na-
ravoslovje in informacijske tehnologije na Univerzi
na Primorskem. Kot strasten matematik o lepoti
matematike rad pripoveduje celo nematematikom.



Doc. dr. Stefko Miklavi¢

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matemati-
ko, naravoslovje in inf. tehnologije

29. avgust 2007
Cez most po modrost - Eulerjev obhod grafa

S pomocjo znanega problema Koenigsberskih mostov si
bomo ogledali osnove teorije grafov ter poskusili odgo-
voriti na vprasanje, kateri grafi imajo Eulerjev obhod
oziroma sprehod.

25. avgust 2008
Kode za odpravljanje napak

Vecina od nas se je Ze srecala s kodami za zaznavanje na-
pak, na primer pri ¢rtni kodi. Tako imenovana kontrolna
Stevilka je ¢rtni kodi dodana z namenom, da zazna (naj-
vec eno) napako v ¢rtni kodi. Kode za odpravljanje napak
so posplositev kontrolnih Stevilk. Uporabljajo se ne samo
za zaznavanje napak, ampak tudi za njihovo odpravija-
nje. Na predavanju bomo spoznali osnove teorije kod za
odpravljanje napak.

O predavatelju: Stefko Miklavi¢ je zelo uspesen
predstavnik mlajSe generacije slovenskih razisko-
valcev v matematiki, ki se ukvarja predvsem s teo-
rijo grafov in algebrajsko kombinatoriko. Po diplo-
mi s podrodja pedagoske matematike je doktoriral
leta 2004 in se nato podoktorsko izpopolnjeval tudi
v ZDA.

sténast < variabiinos!

g vaorec

Dr. Maja Pohar Perme

Univerza v Ljubljani, Medicinska fakulteta, Institut
za biomedicinsko statistiko

31. avgust 2007
Centralni limitni izrek in statistika v medicini

Statistika je matematicna veda, ki je nepogresljiv del
raziskav v vecini znanstvenih vej. Pogovarjali se bomo
preduvsem o njeni uporabi v medicini in si ogledali, kako
sklepamo po statisticno. Uvodnemu razmisleku vedno
sledi kup raCunanja verjetnosti in tu nam se kako prav
pride Centralni limitni izrek. Skusali bomo razumeti,
kaj nam pove, katere predpostavke morajo biti izpolnje-
ne ter kako ga lahko uporabimo na konkretnih primerih.

O predavateljici: Maja Pohar Perme je nekdanja vr-
hunska $portnica (badminton) in udeleZenka olim-
pijade leta 2000 v Sidneyu. Obenem je zmagoval-
ka $tevilnih drzavnih tekmovanj iz logike in razve-
drilne matematike, ki je nadvse uspes$no zakljucila
tudi Studij uporabne matematike na Fakulteti za
matematiko in fiziko v Ljubljani. Kot mlada razi-
skovalka na podrocju uporabe statistike v medicini
je sodelovala z vrhunskimi znanstveniki iz Sloveni-
je, Danske in Velike Britanije in v letu 2007 postala
prvi doktorand na novem podiplomskem $tudiju
statistike na Univerzi v Ljubljani.



Doc. dr. Klavdija Kutnar

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matemati-
ko, naravoslovje in inf. tehnologije

26. avgust 2008
Fulereni — kjer kemija sreca matematiko

Fulereni so poliedri s petkotnimi in Sestkotnimi ploskva-
mi, ki v kemiji predstavljajo ogljikove molekule s triva-
lentnim skeletom v obliki votle sfere ali cevk. Obstoj
takih molekul so potrdili Sele leta 1985, Robert F. Curl
Jr., Harold W. Kroto in Richard E. Smalley pa so za to
odkritje prejeli tudi Nobelovo nagrado. S pomocjo veje
matematike, ki se imenuje teorija grafov, bomo preucili
nekaj matematicnih lastnosti fulerenov in razloZili, kaj
nam le-te povedo o njihovih kemijskih lastnostih.

O predavateljici: Klavdija Kutnar je po uspesnem
Studiju na Pedagoski fakulteti v Ljubljani svojo raz-
iskovalno kariero zacela kot mlada raziskovalka. V
letu 2008 je pod mentorstvom prof. Dragana Maru-
Sica kot prva Studentka Fakultete za matematiko,
naravoslovje in inf. tehnologije v Kopru uspesno
zagovarjala svojo doktorsko disertacijo, svoje rezul-
tate pa je predstavila Ze na Stevilnih mednarodnih
konferencah. Jeseni 2008 bo zacela s podoktorskim
Studijem na Ohio State University v ZDA.

As. dr. Primoz Sparl

Univerza v Ljubljani, Fakulteta za matematiko in
fiziko

27. avgust 2008
PreStevanje s pomocjo grup

Nemalokdaj se srecamo z nalogo, ko je treba presteti vse
objekte, ki nas zanimajo. Ce se vprasanje glasi: »Koliko je
vseh razlicnih stirikrakih vetrnic s kraki rdece ali rume-
ne barve?«, odgovor zlahka poiscemo z nekaj logicnega
sklepanja. Ce pa sprasujemo po stevilu Sestnajstkrakih
vetrnic s kraki sedmih razlicnih barv, je zadeva precej
manj enostavna, v praksi pa so lahko tovrstni problemi
Se wveliko bolj zapleteni. Na predavanju si bomo ogle-
dali nekaj osnovnih rezultatov iz teorije permutacijskih
grup, ki nam lahko pomagajo pri prestevanju objektov z
doloceno mero simetrije.

O predavatelju: Primoz Sparl je diplomiral in le-
ta 2008 tudi doktoriral na Fakulteti za matematiko
in fiziko v Ljubljani. Tudi on raziskovalno deluje v
skupini dr. Marusica na podrodju grafov in algebr-
ske kombinatorike.

Jernej Filipcic

30. avgust 2006
Matematika in fotografija

O predavatelju: Jernej Filipci¢ je studiral astrofizi-
ko na univerzi v Trstu, ob $tudiju pa se je veliko
ukvarjal tudi z glasbo, fotografijo in gorskim ko-
lesarstvom. Trenutno vodi svoje podjetje Fotosfera,
ki ponuja Stevilne inovativne fotografske storitve.



Seznam delavnic in drugih aktivnosti

MARS 2006 (30. 8. — 2. 9. 2006)

MARSovske delavnice

- mag. BoStjan Kuzman: Geogebra

— Uro$ Kuzman: Mathematica

— Mojca Miklavec: ConTeXt

— Katja Ber¢i¢: Priprava spletne strani projektov

Zakljuc¢na predstavitev

MARS 2007 (27. 8. — 1. 9. 2007)

MARSovske delavnice

— mag. BoStjan Kuzman: Geogebra 1

— Primoz KoZelj: Geogebra 2

- Matjaz Kljun: Omrezja 1

— Nino Basié¢: BTEX

— Andrej Kramar: OmreZja 2

— Katja Ber¢i¢: Priprava spletne strani projektov
— Obisk Centra eksperimentov Koper

Predstavitve dijakov in Studentov

— Tilen Marc, Dominik Surc: Ko bi stari Grki po-
znali dinamicno geometrijo (predstavitev razi-
skovalne naloge)

— Miha Canéula, Anja Komatar: Reportaza z ma-
tematicne olimpijade v Vietnamu 2007

— Uro$ Kuzman: Reportaza z matematicnega tek-
movanja Studentov v Bolgariji 2007

Organizirane druzabne aktivnosti

— Peter Lendero: Dobrodosli na MARS (spoznav-
ni vecer)

- Katja Ber¢ic: Igra Go

— Uro$ Kuzman: Kviz Male sive celice

Zakljuc¢na predstavitev

Zimski MARS 2008
(22. 2. - 23. 2.

— dr. Andrej Brodnik, dr. Dragan Marusic¢: Preda-
vanje Zakaj matematika in racunalnistvo

— mag. Bostjan Kuzman: MARSovski matematié-
ni laboratorij

- Matjaz Kljun, Jernej Vic¢i¢: MARSovski racu-
nalniski laboratorij

MARS 2008 (24. 8. — 30. 8. 2008)

MARSovske delavnice

— mag. Bostjan Kuzman: Izometrije

— David Gajser: Permutacije

— Dejan Siraj: Osnovno o grupah

— mag. Bostjan Kuzman: Geogebra 1 in 2

— Tine Mezgec: Osnove programiranja 1 in 2
— DPeter Lendero: Zome konstrukcije

— Gasper Zadnik: Razvedrilna matematika

— mag. Bostjan Kuzman: Priprava projektov
— Katja Ber¢i¢: Priprava spletne strani projektov
— Nino Basi¢, Mojca Miklavec: ConTgXt

— Obisk Centra eksperimentov

Predstavitve dijakov in Studentov

— Aleksander Simoni¢: Matematika starih civili-
zacij (predstavitev raz. naloge)

— DPeter Kozelj, Jan Ber¢i¢, Nace Hudobivnik:
Mednarodna olimpijada v ra¢unalnistvu Egipt
2008 (fotoreportaza)

— Matej Aleksandrov: Mednarodna matemati¢na
olimpijada Spanija 2008 (fotoreportaZa)

— David Kralji¢: Mednarodna fizikalna olimpija-
da Vietnam 2008 (fotoreportaza)

— Boris Mitrovi¢: Mednarodna olimpijada v ling-
vistiki, Bolgarija 2008

— Joze Basa: Voda v oéeh (slovenski igrani film)

Organizirane druzabne aktivnosti

— Dejan Siraj: Vzlet 2008 (spoznavni vecer)

- Katja Ber¢ic: Igra Go

— David Gajser: Velika MARSovska avantura

Zaklju¢na predstavitev

MARS na SFZ (18. 9. 2008)

Predstavitev MARSovskih projektov na 14. sloven-
skem festivalu znanosti v Stihovi dvorani CD.



MARSovski projekti dijakov

Priprava MARSovskih projektov je glavna naloga MARSovskih raziskovalcev. Dijaki o izbrani temi s
pomodjo izhodis¢nih vprasanj in literature napisejo krajsi ¢lanek in izdelajo interaktivni spletni model, ki
ga objavijo na spletni strani. Pri tem jim svetujejo mentorji, ve¢inoma Studentje. Projekte s plakatiin v zivo
predstavijo na zaklju¢ni prireditvi.

2006

Prvi koraki v sferi¢ni geometriji

Miha Canéula, Gimnazija BeZigrad, Ljubljana
Tilen Marc, Skofijska gimnazija Vipava
Dejan Siraj, Gimnazija BeZigrad, Ljubljana
Mentor: mag. Bostjan Kuzman, UL PeF

Kosarka, zaporniki in teorija iger

Maja Alif, I. gimnazija v Celju

Nino Basi¢, Gimnazija BeZigrad, Ljubljana
Maja Poklinek, Gimnazija Ravne na Koroskem
Mentorica: Katja Berc¢i¢, UL FMF

Financ¢na perspektiva podjetja Mars

Amela Rakanovi¢, Gimnazija Srecka Kosovela SeZana
Ervin Strménik, Gimnazija Velenje
Mentor: mag. Bostjan Kuzman, UL PeF

Buffonova igla

PrimoZ KoZzelj, Gimnazija BeZigrad, Ljubljana
Nejc Rosenstein, Gimnazija Lava Celje

David Kralji¢, Gimnazija Velenje

Mentor: Uro$ Kuzman, UL FMF

Met kosarkarske Zoge

Anze Stari¢, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana
Dominik Surc, Skofijska gimnazija Vipava
Tomo Umer, Gimnazija Koper

Mentor: Uro$ Kuzman, UL FMF




Prvi koraki v sferi¢ni geometriji

Miha Cancula, Tilen Marc, Dejan Siraj, Bostjan Kuzman (mentor)

Kadar govorimo o geometriji, najprej pomislimo na rav-
ninsko geometrijo. Zdi se nam povsem naravno, da je
vsota notranjih kotov v trikotniku enaka 180°. Pogosto
pa se zgodi, da nam taksno razmisljanje ne zadostuje,
ker se problemi ne pojavljajo na ravnini, temve¢ na povr-
Sini krogle — sferi. Takrat potrebujemo drugacno, sfericno
geometrijo, v kateri je vsota notranjih kotov v trikotniku
lahko vecja od 180°. Znanje te veje geometrije je nepo-
gresljivo predvsem v kartografiji, geodeziji, navigaciji in
astronomiji. 'V naslednjih vrsticah bomo skusali pred-
staviti nekaj najbolj osnovnih pojmov in zvez v sfericni
geometriji.

Na sfero lahko nariSemo kroZnice razli¢nih veliko-

sti, njihov polmer pa je navzgor omejen s polme-
rom sfere. Najvedjim kroznicam, ki jih lahko nari-
Semo na sfero, pravimo glavne kroZnice. Dobimo
jih tako, da sfero presekamo z ravnino, ki gre skozi
srediSce sfere.

Trikotniku na sferi, katerega stranice potekajo
po glavnih kroZnicah, pravimo sferi¢ni trikotnik.
Stranice sferi¢nega trikotnika so zato krozni loki.
Kot med dvema stranicama takSnega trikotnika je
kot med tangentama na ti dve stranici skozi njuno
presecisce (oglisce trikotnika). Za laZje racunanje
bomo vse kote podajali v radianih.

Med vsoto notranjih kotov in plos¢ino sfericne-
ga trikotnika velja prav presenetljiva odvisnost, o
kateri v ravninski geometriji ni niti sledu. Velja na-
mre¢ izrek:

Izrek. Ploscina sfericnega trikotnika je odvisna le od
vsote velikosti njegovih kotov in radija sfere. Natancneje:

P=r*S-mn),

kjer je r radij sfere in S = a + B + y vsota kotov v
trikotniku.

Za izpeljavo te zveze moramo najprej izracunati
povrsino dvojnega krajca. Dvojni krajec je del sfere,
omejen z dvema glavnima kroZnicama.

Kot o med tema dvema kroZnicama je lahko naj-
vec 1, takrat je povrSina dvojnega krajca enaka po-
vrsini sfere, torej 4772, Ko pa je kot manjsi, je tudi
povrsina krajca sorazmerno manjsa; recimo ko je
a = 1/5, je povrsina krajca (1/5)4mr? = %. Skle-
pamo lahko, da je pri kotu a povrsina dvojnega
krajca enaka (a/m) 4mr? = 4ar?.

Stranice trikotnika ABC z notranjimi koti «, f in
y podaljsamo okrog in okrog sfere. Na nasprotni
strani sfere nastane trikotnik, ki je skladen s prvo-
tnim. Dobimo tri dvojne krajce, ki vsebujejo oba
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trikotnika. Tem trem krajcem pripadajo koti a, § in
y, zato njihove povrsine merijo 4ar?, 48r* in 4yr?.

Ce jih pobarvamo, je pobarvana celotna sfera,
oba trikotnika pa celo trikrat. Zato lahko re¢emo,
da je vsota povrsin vseh treh dvojnih krajcev enaka
povrsini celotne sfere, dvakratni plos¢ini trikotnika
ABC in Se dvakratni plos¢ini skladnega trikotnika.

Zapisemo lahko enacbo:
dar* +4Br* + 4yr® = 4mr® + 2P + 2P.
Po kratkem preurejanju dobimo Zeleno zvezo:
P=r(a+B+y-n)
oziroma P = r*(S — 7). m]

Ocitno je v primeru enotske sfere vsota notranjih

kotov v trikotniku ravno za n vecja od njegove plo-
S¢ine. Sicer pa ima pravkar dokazana zveza Se vec
zanimivih posledic. Ena izmed njih je dejstvo, da
podobnost trikotnikov, kot jo poznamo v ravninski
geometriji, v sferi¢ni geometriji nima pomena. Vsi
trikotniki na isti sferi s skladnimi koti so namre¢
skladni.

Viri

[1] Jeffrey R. Weeks, Oblika prostora, str. 90-97. DM-
FA Slovenije, Ljubljana, 1999

Kosarka, zaporniki in teorija iger
Maja Alif, Nino Basié, Maja Poklinek, Katja Berci¢ (mentor)

Igre lahko postanejo zelo resna zadeva, Ce se jih loti-
jo matematiki. Ker pa je teorija iger danes Ze izjemno
razvejana samostojna znanstvena disciplina, smo se mi
lotili le dveh majhnih problemckov. Najprej smo se se-
znanili s tako imenovano zapornikovo dilemo, nato pa
smo poskusili na podoben nacin obravnavati Se koncnico
kosarkarske tekme.

Zapornikova dilema

Dveh zapornikov zaradi pomanjkanja dokazov ne
morejo obtoZiti na dolgo zaporno kazen, lahko pa
bi ju, ¢e bi eden prical proti drugemu. Hkrati pa je
tisti, ki zatozi drugega, izpuscen ali pa mu kazen
zaradi sodelovanja zniZajo.

Zapornikova dilema je znan problem iz teorije
iger, pri kateri lahko igralca (zapornika) drug dru-
gemu koristita oz. $kodita z molkom ali obtoz-
bo. Pri zapornikovi dilemi se odlo¢amo samo med
dvema moZnostima: okoris¢anje ali sodelovanje,
pri ¢emer ne moremo natanko vedeti namena dru-
gega zapornika. Obstaja ve¢ razlicic te dileme, pri
klasi¢ni so izidi lahko sledeci:
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Vsak Zeli ¢im bolj zmanj$ati svojo kazen. S stali-
8¢a posameznika se je bolje okoriscatii, ker je kazen
manjsa, ne glede na odloc¢itev drugega. Ker pa je
tako najbrz razmisljal tudi drugi igralec, se zgo-
di, da drug drugega obtozZita, za kar dobita 2 leti
zapora, ¢e pa bi molcala, bi dobila le pol leta.

Za oba skupaj bi bilo najugodneje, ¢e bi se dogo-
vorila in mol¢ala, vendar je to lahko tudi nevarno,
e kateri od zapornikov ne drzi besede in sprego-
vori.

B molédi B izda

A oba dobita
moléi | 6 mesecev

A dobi 10 let
B je prost

A | Aje prost oba dobita 2 leti

izda | B dobi 10 let

Tabela 1l Zapornikova dilema



Ce pa branijo trojko, potem je moZnost za zmago:

Kosarkarska tekma
v3(p) =0.70-g-p+0.15- (1 —p) (2)
Kogarkarska tekma se konéuje. Zoga je v rokah do-
mace ekipe, do konca pa je Casa le za en napad.
Gostje vodijo za dve tocki. Domaci so v dilemi: vre-
¢i dvojko, ter v primeru zadetka igrati podaljsek,
v katerem zmaga ni zagotovljena, ali pa streljati
trojko, pri kateri v primeru zadetka sledi takoj$nja
zmaga. Ker pa je treba upostevati dejstvo, da je
trojko teze zadeti kot dvojko, se znajdejo v dilemi.

V dilemi pa so tudi nasprotniki. Gostje morajo

vnaprej predvideti, kaksno taktiko bodo najverje- Slika 2 Obramba za trojko
tneje uporabili gostitelji. Trener si ne sme privosci-
ti, da bi v igrah uporabljal vedno isto taktiko, saj Sedaj pri vsakem p uposStevamo za nas najmanj
ima v tem primeru nasprotnik prelahko nalogo pri ugoden izkupicek:
izbiranju strategije za obrambo. )
min(va(p), v3(p))- (3)
Poglejmo torej, kako pogosto naj se domaci od-
lo¢ijo za neko taktiko napada in kolikokrat naj na- Sedaj pa pois¢imo tak p, pri katerem bo naj-
sprotnik uporabi dolo¢eno taktiko obrambe. neugodnejsa resitev ¢imboljsa. [s¢emo maksimum
funkcije (3), ta pa je pri p = 0.654206. Ta rezul-
obramba dvojka trojka tat pove trenerju, naj se v 65% primerih odlo¢i za
napad dvojko, v 35% primerih pa za trojko.
dvojka 33% 70%
trojka 50% 15% Ce tak izra¢un naredimo Se za trenerja ekipe v
prednosti, ugotovimo, da je najbolje v 63% prime-
Tabela 2 Verjetnost uspeha domacih glede na rih odigrati obrambo dvojke, v 37% primerih pa
odigrano obrambo obrambo trojke.
Viri

[1] L. E. Sadovski and A. L. Sadovski, Matematika
in Sport. Drustvo matematikov, fizikov in astro-
nomov Slovenije, Ljubljana, 1990

[2] Game Theory. Online. Citirano 31.8.2006 na na-
slovu http:/ /faculty haas.berkeley.edu/rjmorgan

Slika1 Obramba za dvojko

Naj bo p verjetnost, da bomo metali dvojko, 1-p pa
verjetnost, da bomo metali trojko. Bodi g verjetnost,
da bomo podaljsek dobili, ¢e se seveda tja sploh
uvrstimo (pri nas velja g = 0.5). Ce nasi nasprotniki
branijo dvojko, potem je moZnost za zmago:

02(p) =0.33-q-p+0.50-(1-p) (1)
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Financ¢na perspektiva podjetja Mars

Amela Rakanovié¢, Ervin Strménik, Bostjan Kuzman (mentor)

V podjetiu MARS d.o.o. izdelujejo marsovce in marsov-
ke. Pri izdelavi uporabljajo vilice in Zlice. Za obdelavo
enega marsovca je potrebno eno uro dela z vilico in dve
uri dela z Zlico, za marsovko pa pet ur dela z vilico in
dve uri dela z Zlico. Njihovi kupci so pripravljeni pla-
Cati 1¢ za vsakega marsovca in 3¢ za vsako marsovko.
Zal imajo v podjetju samo eno vilico in Zlico, njihov
delovni cas pa je omejen na 40 delovnih ur tedensko.
Koliko marsovk in marsovcev naj izdelajo vsak teden,
da bo njihov zasluzek najvecji?

Nalogo lahko prevedemo iz marsovskega v ma-
temati¢ni jezik. S spremenljivko x oznacimo Stevilo
v enem tednu izdelanih marsovcev, s spremenljiv-
ko y pa stevilo izdelanih marsovk. Za ¢as obdelave
z vilico mora veljati x + 5y < 40, za ¢as obdelave z
zlico pa 2x + 2y < 40. Tedenski iztrZzek pri navede-
nih cenah bo enak i = x + 3y.

Is¢emo torej maksimum funkcije i = x + 3y pri
pogojih
x + 5y <40,

2x + 2y < 40, x,y<0.

Vsaka od nastetih neenacb predstavlja neko
polravnino, ki si jo lahko predstavljamo kot ob-
mocje nad ali pod ustrezno premico. Obmodje, ki
ustreza vsem neenacbam, je na naslednji sliki naj-
temneje osenceno.

25

20 2x+2y =40

15

10

x + 5y =40
0 5 10 15 26\25 30 35 40

Funkcija i = x + 3y, ki predstavlja izkupicek, lah-
ko v splosnem zavzame razli¢ne vrednosti. Obmo-
gje, kjer je njena vrednost konstantna, pa si lah-
ko predstavljamo kot premico z enacbo x + 3y =i
in jo nariSemo za nekaj vrednosti i, na primer
i=10, 20, 30, 40, ...
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Na ta nacin lahko iz slike razberemo, da najvecja
vrednost za i, pri kateri ustrezna premica Se seka
osenceno obmodje, nastopi v tocki, kjer se sekata
premici x + 5y = 40 in 2x + 2y = 40. To se zgodi
v tocki (15,5), kjer je vrednost i enaka 30. Podjetju
MARS se torej najbolj splaca izdelati 15 marsovcev
in 5 marsovk na teden; z njimi bodo zasluZili 30¢.

Bistvo naloge, ki smo jo pravkar resili, je bilo
poiskati maksimum neke linearne funkcije na ob-
modju, ki ga doloca sistem linearnih neenacb. Re-
Sevanje tovrstnih problemov spada v skupino ma-
temati¢nih metod, ki jih imenujemo [linearno pro-
gramiranje. V naSem problemu sta nastopali le dve
neznanki, zato smo problem zlahka ugnali z geo-
metrijskim razmislekom. Ze pri treh neznankah pa
postane podobna naloga zelo zahtevna.

Eno prvih ucinkovitih metod za reSevanje to-
vrstnih problemov s poljubnim Stevilom neznank
in neenacb je razvil George Dantzig in je znana
pod imenom metoda simpleksov. Kasneje so razvili
Se druge hitrejSe in ucinkovitejSe algoritme, Se da-
nes pa v zvezi z linearnim programiranjem obstaja
nekaj nereSenih vprasanj.

Seveda so omenjene metode za naSo obravnavo
tukaj prezahtevne, zato si oglejmo le nekaj prepro-
stejsih matemati¢nih konceptov, ki so potrebni za
njihovo razumevanje.

Mnozico to¢k M v ravnini R?> imenujemo kon-
veksna, ¢e za poljubni tocki iz te mnoZzice velja, da



celotna daljica, ki ju povezuje, leZi znotraj mnoZice.
Tocko v konveksni mnoZzici M imenujemo vogalna
tocka, ¢e ne lezi na nobeni odprti daljici, vsebovani
v M.

Od obeh mnoZic na spodniji sliki je konveksna
le desna. Oznacena tocka A je njena vogalna tocka,
tocki B in C pa nista vogalni, saj leZita v notranjosti
neke daljice, vsebovane v M.

Ocitno velja, da je presek dveh konveksnih mnozic
zopet konveksna mnoZica, saj za poljubni tocki iz
preseka velja, da daljica, ki ju povezuje, lezi tako
v prvi kot v drugi mnoZici. Ker je vsaka polravni-
na konveksna mnozica, bo obmocje moZznih resitev
sistema neenacb v nalogah linearnega programira-
nja z dvema neznankama vedno konveksna mnozi-

ca. Dokazati je mogoce, da v primeru, ko opazova-
na linearna funkcija zavzame ekstrem znotraj neke
konveksne mnoZice, ta ekstrem zavzame tudi v eni
od njenih vogalnih tock. Zato bi bilo v takem pri-
meru dovolj dolociti vogalne tocke in preveriti, v
kateri od njih je vrednost funkcije najvedja oziroma
najmanjsa.

Tovrstno razmisljanje je osnova tudi za reSevanje
nalog s tremi ali ve¢ neznankami, ki pa so v pra-
ksi le redkokdaj resljive brez uporabe zahtevnejsih
metod in ra¢unalnika.

Viri
[1] Dusan Hvalica, Linearno programiranje in njego-
va uporaba. Zalozba Ekonomska Fakulteta, Lju-

bljana, 2002

[2] Linear programming. Online. Citirano 31.8.2006

na naslovu http://en.wikipedia.org/wiki/Linear

_Programming

Buffonova igla

Primoz KoZelj, Nejc Rosenstein, David Kraljic, Uros Kuzman (mentor)

Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon (1701-1788) je
bil francoski matematik, biolog, kozmolog in pisatelj. V
sredini 18. stoletja je opisal in resil problem, ki ga danes
poznamo kot problem Buffonove igle. Problem je zasta-
vljen takole: na ravnino, na kateri se nahaja neskoncno
Stevilo vzporednic, ki so med seboj oddaljene za razda-
ljo B, nakljucno vrZemo iglo dolZine L < B. Koliksna je
verjetnost, da se bo igla dotikala katere od vzporednic?

Na sliki y oznacuje razdaljo med sredis¢em igle
in med najblizjo ¢rto. Kot, ki ga igla oklepa s ¢rto,
pa je oznacen s ¢. Ker mefemo na slepo, to se-
veda pomeni, da vsaka razdalja y ter vsak kot ¢
nastopata z enako verjetnostjo ter da sta drug od
drugega neodvisna.

Ce si pri reSevanju pomagamo z grafi¢nim pri-
kazom, ugotovimo, da se bo igla dotaknila ¢rte, ko
bo

< Ii sin

Parameter y lahko zavzame katerokoli vrednost

?C A
B

med 0 in L/2, kot ¢ pa lahko meri med 0° in 180°
oziroma med 0 in 7 radianov:

L
0<y<§, O<p<m.

Oglejmo si pravokotnik na naslednji sliki. Pri
vsakem metu neodvisni spremenljivki y in ¢ dolo-
¢ata neko tocko znotraj pravokotnika s stranicama
7 in B/2.
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Kot smo Ze ugotovili, se bo igla dotaknila ¢rte, ko
bo veljalo y < & sin ¢, zato je na sliki narisana kri-
vulja y = £ sing. Za vse tocke pod krivuljo se je
igla dotaknila ¢rte, kar oznac¢imo za uspeSen po-
skus, to¢ke nad krivuljo pa predstavljajo zgresen
poskus.

Verjetnost uspeha P je torej kvocient med plo-
§¢ino podrodja pod krivuljo, ki ga dolocajo uspesni
izidi, in plos¢ino celotnega pravokotnika. Plo$¢ina
podrodja uspesnih poskusov meri

A = f %sin(pd(p =1L,
0

plog¢ina pravokotnika pa je A = nZ. Od tod sledj,
da je verjetnost, da zadenemo ¢rto, enaka

pofs_ L _2
‘A‘ng_nB‘

V posebnem primeru, ko je L = B, je

P= 2 ~ 0,63662.
e

VedoZeljni bralec lahko ta rezultat sam preveri
tudi eksperimentalno, ¢e le ima dovolj ¢asa.
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V babicini skrinji pois¢ite Sivanko in na veliko
polo papirja narisite vzporedne ¢rte. Razmak med
njimi naj bo enak dolZzini Sivanke. Nato na polo
mecite Sivanko ter si zapisujte Stevilo uspesnih in
vseh poskusov. Po priblizno 10.000 ponovitvah bo-
ste dobili Ze kar dober priblizek za zgoraj izracu-
nani rezultat.

Se bolj zabavno pa je, da lahko na ta nacin iz-
racunamo priblizek Stevila 7, saj iz prej izpeljane
formule sledi

N
=

"B

Uporabno natan¢nost sicer dosezemo Sele z iz-
redno veliko poskusi. Lahko pa imamo sreco kot
italijanski matematik Mario Lazzarini, ki je izvedel
poskus z iglo leta 1901. Iglo naj bi vrgel 3408-krat
ter dobil znan in zelo dober priblizek 7 = 355/113.

V praksi lahko danes take eksperimente zame-
njamo z ra¢unalnisko simulacijo in jih tako pospe-
$imo. Problem Buffonove igle je preprost primer
simulacije tipa Monte Carlo, s kakrSnimi se simu-
lira obnasSanje stevilnih fizikalnih in matemati¢nih
sistemov.

Viri

[1] Robert. B. Banks, Ledene gore, padajoce domine
in druge prigode iz uporabne matematike. DMFA
Slovenije, Ljubljana, 2004

[2] Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon. Onli-
ne. Citirano 31.8.2006 na naslovu http://en

.wikipedia.org/wiki/Georges-Louis_Leclerc,_Comte

_de_Buffon

[3] Monte Carlo method. Online. Citirano 31.8.2006

na naslovu http:/ /en.wikipedia.org/wiki/Monte

_Carlo_method



Met kosarkarske Zoge

AnZe Stari¢, Dominik Surc, Tomo Umer, Uro§ Kuzman (mentor)

Fiziko in matematiko je clovek uporabljal Ze od prazgo-
dovine. Zal se pri preprostem lucanju kamenja in sulic
ni zavedal, kaj vse se skriva za preprostim gibom. Iz pre-
ucevanja tega giba se je skozi tisocletja razvila balistika.
Ze v rimskem Sasu so morali vedeti, kaksen domet imajo
katapulti. V vecini primerov je torej balistika povezana
z oroZjem. V nasem projektu pa se bomo osredotoCili na
Sport, ki ga je leta 1891 izumil James Naismith. Zasta-
vili smo si problem meta na kos. Imamo kosarkasa, ki
stoji na Crti za izvajanje prostih metov. Znana je njegova
visina, zaCetna hitrost, s katero mora vreci Zogo, visina
kosa in razdalja, s katere se izvajajo prosti meti. Nas cilj
je dolociti kot, pod katerim je potrebno vreci Zogo.

Navpicni met

Za reSevanje teZjega problema si bomo najprej ogle-
dali model navpi¢nega meta, pri katerem se nas
objekt giblje premocrtno. Denimo, da Zogo zaluca-
mo navpicno navzgor. Edina sila, ki deluje na nas
objekt, je gravitacijska sila. Uporabimo drugi New-
tonov zakon o gibanju in dobimo enacbo —F; = ma.
Ugotovimo, da je pospesek Zoge a konstantno enak
—g (negativen predznak dodamo zato, ker je pospe-
Sek v nasprotni smeri gibanja), torej gre za enako-
merno pospeSeno gibanje. Znani sta nam enacbi:

v pomeni hitrost, vy zacetno hitrost, ¢ ¢as, s pot, in
so zacetno pot. S pomodjo enacb izracunamo maksi-
malno vi§ino H = vy?/2g.

Posevni met

Sedaj bomo problem zastavili tako, da Zogo vrzemo
v posevni smeri pod kotom a z zacetno hitrostjo.
Hitrost razstavimo na navpi¢no in vodoravno kom-
ponento. S pomocjo enacbe (2) in enacbe za premo
enakomerno gibanje s = vt dobimo pozicijo sredis¢a
zoge

2
T(votcos a,vptsina — %) 3)

v odvisnosti od &asa. Ce iz abscise izrazimo ¢as in
ga vstavimo v ordinato, dobimo zvezo:

LZQ)XZ (4)

2002 cos

y= (tana)x—(

Iz enacbe je razvidno, da se telo giblje po paraboli.
Najvisjo tocko leta izracunamo s pomocjo enacbe za
absciso temena parabole in ugotovitve iz razdelka
7.1:

2
_ (L .
v =10 +at @ M| == sina cos @, vy? sin? a) (5)
a2
s =50+ vt + — 2)
2
M
11 ! 3
Vo h H
0 ‘ ! 1
0 1 2 3 4 5 N

Slika 3 Skica tirnice Zoge pri poSevnem metu

Pri metu koSarkarske Zoge je cilj praviloma visje
od tocke izmeta.

Iz slike je razvidno, da parabola seka vodorav-
no premico visine kosa v dveh tockah. Ce se torej
vrnemo k prvotnemu problemu meta na kos, sta
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ob zacetnih podatkih mozni dve krivulji leta in s
tem dva kota. Ena reSitev ne pride v postev, saj bi
se Zoga pribliZala obro¢u s spodnje strani. Zelimo,
da Zoga prileti skozi koS, ko je Ze dosegla maksi-
malno vi$ino. Z uporabo zveze in enacbe 4 dobimo
konéno formulo za izrac¢un kota:

2 2
_w _ 8oy 8
tana = ol [1 + \/1 ! (2h 002)]

Ker je tangens narascajoca funkcija in mi Zelimo
vedjega izmed kotov, izberemo seStevanje.

Zanimivost

Niccolo Tartaglia je Se leta 1550 v knjigi Nova zna-
nost zagotavljal, da se telo pri poSevnem metu gi-
blje po nagnjeni premici, po delu kroga in po nav-
pi¢ni premici. Leta 1638 je G. Gallilei pokazal, da
se pri vodoravnem metu telo giblje po paraboli.

hitrost = 7.6
e

visina=1.9

Slika 4 Tartaglieve tirnice

Viri

[1] Robert. B. Banks, Ledene gore, padajoce domi-
ne — 2. del. Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov Slovenije, Ljubljana, 2005

[2] Janez Strnad, Razvoj fizike. DZS, Ljubljana,
1996
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NajhitrejSa pot po Marsu

Maja Alif, I. Gimnazija v Celju

Blaz Peterlin, Tehnigka gimnazija, SC Novo mesto
Nejc Rosenstein, Gimnazija Lava, Celje

Mentor: mag. Bostjan Kuzman, UL PeF

Nemogoce razporeditve, poliedri, ploS¢ine in Eu-
lerjeva formula

Miha Cancula, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana
Peter Mursi¢, Gimnazija Koper

Maja Poklinek, Gimnazija Ravne na Koroskem
Mentor: Primoz Kozelj, UL FMF

Marsovi sateliti in cikloidne krivulje

Anja Komatar, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana
Tilen Marc, Skofijska gimnazija Vipava

Matej Aleksandrov, Gimnazija BeZigrad, Ljubljana
Mentor: Peter Lendero, UL FMF

StoZnice v taksi razdalji

Amela Rakanovié, SS Sretka Kosovela Sezana

Boris Mitrovié, TehniSka gimnazija Sevnica, SC Krgko
Dominik Surc, Skofijska gimnazija Vipava

Mentorica: Katja Berc¢i¢, UL FMF

Bézierjeve krivulje

Polona Durcik, SS Srecka Kosovela SeZana
David Kralji¢, Gimnazija BeZigrad, Ljubljana
Aljaz Zalar, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana
Mentor: Uro$§ Kuzman, UL FMF

Optimalna dostava goriva in Fermatova tocka

Matej Drame, Gimnazija Lava, Celje
Peter Kozelj, Gimnazija BeZigrad, Ljubljana
Mentor: Nino Basi¢, UL FMF
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NajhitrejSa pot po Marsu

Maja Alif, Blaz Peterlin, Nejc Rosenstein, Bostjan Kuzman (mentor)

Naloga

Neustrasni raziskovalci na Marsu se ubadajo z na-
slednjim problemom: Vozilo na povrsju se giblje po
pescenem obmocju s hitrostjo v1, po kamniti podlagi pa s
hitrostjo v,. Denimo, da Zelimo priti od tocke A v pesce-
nem obmocju do tocke B na kamniti podlagi, pri Cemer
sta obmocji razmejeni s premico (Slika 5). Kaksno pot
naj izberemo, da bomo zanjo porabili ¢im manj casa?

s Hitrost na kamenju je v,.

& Hitrost na pesku je v,.

Slika 5 Tocka A lezi v peS¢enem obmodju, kjer
vozilo potuje s hitrostjo vy, tocka B pa v kamnitem
obmodju, kjer vozilo potuje s hitrostjo v,.

Najkrajsa pot med tockama A in B je daljica, kar pa
$e ne pomeni, da bomo zanjo porabili najmanj ¢asa.
Ce je potovanje po pesenem obmodju pocasnejse
od potovanja po kamniti podlagi, bomo pot raje
ubrali tako, da se na peS¢enem obmodcju ne bomo
zadrZali predolgo. NaSo pot bomo zato sestavili iz
dveh daljic, ki tocki A in B povezujeta s tocko H,
ki lezi na mejni premici. A kako dolo¢iti tocko H,
da bo porabljeni ¢as res najkrajsi?

Pot vozila in lom svetlobe

Pot do reSitve nase naloge ni lahka in spotoma bo-
mo morali zaviti celo v fiziko, natan¢neje v opti-
ko. Dobro desetletje po odkritju daljnogleda je leta
1621 nizozemski matematik Willebrord Snell' od-
kril lomni zakon, ki pravi, da je razmerje med hi-
trostima svetlobe v razli¢nih snoveh enako razmer-
ju sinusov vpadnega in lomnega kota:

sma 01

sinf v,

Ceprav zakon v bistvu opisuje lom Zarka svetlobe,
je veljaven tudi splo$neje in ga lahko uporabimo
pri reSevanju nasega problema, ki spada v podrocje
mehanike.

Oznacimo z a in b 8irini ustreznih obmocij, z d
njegovo dolZino in z x razdaljo iskane tocke H od
levega roba obmogdja (Slika 6).

d B

A

Slika 6 Skica k splosno zastavljenemu problemu

V skladu s Pitagorovim izrekom lahko iz lomnega

zakona dobimo enakost:
X

sina _ Va2+x2 4!
sinf _—_dx__ v’

Vb +(d—x)?

Willebrord Snell van Royen (1580-1626), nizozemski matematik, fizik in astronom. Po $tudiju prava je nasledil svojega oceta kot
predavatelj matematike na Univerzi v Leidnu. Med drugim je izmeril poldnevniski lok med Alkmaarom in Bergenom, razvil postopek

triangulacije in odkril lomni zakon svetlobe.
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Ce ozna¢imo Z—; = ¢, potem po kvadriranju in pre-
urejanju dobimo enakost

2 (b2 +(d- x)z) - (a2 + x2) @d-x7?=0.

Izraz na levi je polinom Cetrte stopnje, ki ga lahko
ozna¢imo s p(x). Vrednost x, ki jo iS¢emo, je ni-
¢la tega polinoma na intervalu (0, d). Da taka nicla
gotovo obstaja, lahko ugotovimo po kratkem pre-
misleku. Velja namre¢ p(0) = —c2a*d?, ki je vedno
negativno $tevilo. Po drugi strani pa je p(d) = d*b* v
vsakem primeru pozitivno $tevilo, torej mora graf
polinoma p(x) vsaj enkrat sekati koordinatno os na
intervalu (0, d). To pomeni, da imamo na tem inter-
valu vsaj eno niclo. Da bi se prepricali, da je nicla
le ena sama, bi potrebovali diferencialni ra¢un, a
se bomo natan¢nemu odgovoru na tem mestu izo-
gnili.

'
1
. 1p(X) B
| d
1
1
1
4 1
1
1
B 1
1
1
3 1
1 v, =10
'p
H
2 1
1
af 26.57° B
1 a vy=5
. S
o/A N
0 2 3 4 5 6 7
1

Slika 7 Tocka N na sliki je iskana ni¢la polino-
ma p(x), ki je hkrati tudi x koordinata iskane tocke
loma H.

Preizkusimo naso reSitev na konkretnih podatkih.
Naj bo a =2, b =3, d =7, hitrost vozila na kamnih
pa je dvakrat vecja od hitrosti vozila na pesku. V
tem primeru i§¢emo ni¢lo polinoma p(x) = 3x* —
42x3 +179x2 4+ 56x — 196 na intervalu (0,7). To lahko
preuredimo v (x — 1)(3x® — 39x? + 140x + 196) = 0,
kar nam Ze da eno ustrezno reditev x = 1. V tem
primeru lahko tudi hitro vidimo, da je nicla ena
sama, saj je p’(x) = 3x* — 39x + 140, kar je vegje od
0 za vsak x € R.

Radéunalniski model

Ker je v splosnem tezko najti ni¢le polinoma p(x),
smo se nadaljnega reSevanja lotili z ra¢unalnikom.
S pomodjo programa GeoGebra smo izdelali inte-
raktivni model, s katerim lahko pri poljubno iz-
branih zacetnih podatkih (zacetna in kon¢na tocka
potovanja, hitrost na pesku in hitrost na kamenju)
izra¢unamo niclo prej omenjenega polinoma in ilu-
striramo poloZaj iskane tocke loma. Izdelali smo
tudi animacijo, ki prikazuje gibanje dveh tock, ene
po poljubno izbrani lomljeni poti in druge, ki po-
tuje po optimalni lomljeni poti (Slika 8).

¥ GeoGebra - snell-koncna.ggb

Dafoteka Urejanje Pogled Moinosti Orodia Okno Pomoi

A . @ c Premikanje D
LA J— 3 J g | lzbirainpremik objektoy (Esey

W [3F03

Oppogtinity

Spirit

B ] T 3 5 o = T I " ® = 5 =
=43

Hitrostv rdeéem chmodju L sina
Idealnavonja: ——=
sin|

Hitrost v rumenem obmoéju; ————e—— ing
V=68

Y
1.58=—
.

& PrikaZi idealno voznjo: —e  Gas idealns voznje: 4.08
PrikaZi izbrano voznjo: —e  Cas izbrane voznje: 5.09

Prikazi graf polinoma; e—
s -1

Cas potovanja:

v|la v |Ukaz v

Slika 8 Podatki in izrac¢uni v izdelanem modelu
se dinami¢no spreminjajo s premikanjem ustreznih
drsnikov. Animacija nas tudi vizualno preprica, da
sonda Spirit, ki se pomika po optimalni poti, tocko
B doseZe prej ali vsaj tako hitro kot sonda Oppor-
tunity, ki se premika po poljubni drugi poti.

Narava ubere najkrajso pot

Ideja o lomnem zakonu se je v prvi polovici 17.
stoletja najprej porodila Snellu in nato Descartesu,
a je ni nih&e od njiju pravilno razlozil. Descartes” je
celo menil, da svetloba laZje potuje v gostejsih kot
v redkej$ih snoveh. Priblizno 40 let kasneje pa je
znameniti francoski matematik Pierre de Fermat®
v pismu markizu De la Chambreu je zapisal: Da

René Descartes (1596-1650), francoski filozof, matematik, fizik, u¢enjak in ¢astnik. Najbolj znano delo je Razprava o metodi za boljse
vodenje razuma in iskanje resnice v znanosti (1637) z dodatki o optiki in geometriji.

Pierre S. de Fermat (1601-1665), francoski pravnik, matematik in fizik. Postavil Fermatovo nacelo, po katerem svetloba pri lomu ali
odboju potuje med dvema tockama tako, da za pot porabi najkrajsi ¢as. Iz nacela izpeljemo odbojni in lomni zakon svetlobe.
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bi se izognili omenjenim neprijetnostim in poskusili po-
iskati pravi razlog za lom, sem vam v svojem pismu
namignil, da bi z upostevanjem znanega in utemeljene-
ga nacela, da gre narava vedno po najkrajsi poti, lahko
enostavno prisli do rezultata. Tako je Fermat pravil-
no razlozil ta naravni zakon, njegovo nacelo pa je
postalo znano pod imenom ‘de maximis et mini-
mis’. O¢itno podobni naravni zakoni veljajo tudi na
Marsu.
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Nemogoce razporeditve, poliedri,
ploS¢ine in Eulerjeva formula

Miha Cancula, Peter Mursic, Maja Poklinek, Primoz KoZelj (mentor)

Naloga

Podrocje marsovske gore Olympus Mons znanstveniki
raziskujejo s tremi daljinsko vodenimi vozili. Vsako od
njih je preko Zic povezano s tremi staticnimi raziskoval-
nimi postajami. Ker morebitno prekriZanje Zic povzroca
motnje v signalu, bi radi vozila, postaje in Zice razpore-
dili tako, da se ne bi nobeni dve Zici krizali. Ali je taka
razporeditev mogoca?

Pri iskanju odgovora na to vprasanje si lahko ne-
koliko nepric¢akovano pomagamo z Eulerjevo for-
mulo, ki povezuje Stevilo robov, ploskev in oglis¢
konveksnega poliedra. Kot je bralec najverjetneje Ze
uganil, Eulerjeva formula ne velja le za poliedre,
njena splosna veljavnost pa je vredna Se toliko ve¢
zaradi njene uporabnosti. Oglejmo si torej preprost
dokaz in nekaj primerov uporabe.

Ravninski grafi in Eulerjeva for-
mula

V matematicni teoriji grafov je graf objekt, ki ga
sestavljata mnozica tock in mnoZzica povezav med
njimi. Povedano zelo preprosto, graf dobimo, ¢e v
ravnini ozna¢imo nekaj tock in nekatere izmed njih
povezemo. Tocke bomo imenovali 0glisca grafa, po-
vezave pa robovi grafa. Graf imenujemo povezan, ce
se lahko od poljubnega oglis¢a po nekem zapored-
ju robov sprehodimo do poljubnega drugega ogli-
§¢a v grafu.

Grafe, ki jih lahko nariSemo tako, da se robo-
vi med sabo ne sekajo (razen morda v oglis¢ih),
imenujemo ravninski grafi. Robovi ravninskega gra-
fa razdelijo ravnino na ve¢ delov, ki jih imenujemo
lica. Eno lice je vedno neskon¢no, ostala pa so ome-
jena.

Stevilo lic, robov in oglis¢ povezanega ravnin-

Leonhard Euler (1707-1783), izjemni $vicarski matematik in fizik, po katerem je poimenovanih mnogo pojmov v matematiki (npr.
Eulerjeva konstanta, Eulerjev sprehod). Pod izrazom Eulerjeva formula poznamo tudi Eulerjevo formulo za kompleksna Stevila
e'* = cosz +isinz, zato formulo O — R — P = 2 za konveksne poliedre véasih raje imenujemo Eulerjev izrek za poliedre.
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Neomejeno lice

O
Ogliste

Slika 9 Primer povezanega ravninske-
ga grafa

skega grafa povezuje Eulerjeva formula®, ki se s slo-
venskimi oznakami glasi O — R + P = 2, kjer je O
Stevilo oglis¢, R Stevilo robov in P stevilo lic grafa
(oznako P smo izbrali zaradi uporabe istih oznak
pri poliedrih - P kot ploskve).

Eulerjevo formulo bomo dokazali tako, da si
bomo najprej ogledali graf z enim samim ogli-
$¢em in mu nato dodajali oglis¢a in robove. Za-
Cetni graf z enim oglis¢em (glej sliko 10) ima 1
oglisce, 1 lice (neskon¢no namrec) in 0 robov, zato
jeO—-R+P=1-0+1=21in za ta graf Eulerjeva
formula velja.

V vsakem naslednjem koraku pa se odlo¢imo za
eno izmed naslednjih dveh moZnosti:

— Dodamo novo oglis¢e in rob od tega oglis¢a do
nekega obstojecega oglis¢a (primer na sliki 11).
Pri tem se Stevilo robov in Stevilo oglis¢ pove-
Cata za 1, Stevilo lic pa se ne spremeni, zato tudi
vrednost izraza O—R+ P ostane nespremenjena.

— Dodamo rob med dvema razliénima obstojeci-
ma oglis¢ima (slika 12, levo) ali pa zanko - po-
vezavo nekega oglis¢a s samim seboj (slika 12,
desno). Pri tem se povecata Stevilo robov in lic
za 1, $tevilo oglis¢ se pa ne spremeni. Zato vre-
dnost O—R+P ponovno ostane nespremenjena.

Neravninska grafa K5 in Ks3

Sedaj, ko poznamo Eulerjevo formulo, vemo do-
volj, da se spopademo z zadetnim problemom in
drugim problemom, ki mu je precej podoben. Pre-
den pa za¢nemo z obravnavo, problema Se enkrat
predstavimo.

Slika 10 Ena sama toc¢ka; O = 1, ker
je oglis¢e eno samo; velja tudi P =1,
ker Stejemo tudi neskon¢no ploskev, ki
obdaja tocko

Slika 11 Dodajanje oglis¢a in pove-
zave do njega

Slika 12 Levo - Dodajanje povezave med
obstoje¢ima tockama; Desno - V posebnem
primeru je to kar dodajanje zanke

Graf z oznako Ks imenujemo poln graf na petih
tockah. To je graf s petimi oglis¢i, pri katerem je
vsako oglis¢e povezano z vsemi ostalimi. Primer
takega grafa dobimo, e bi Zeleli pet mest povezati
s cestami tako, da bi bil vsak par mest povezan z
lastno cesto. Vprasanje, ali se da ceste zgraditi na
takSen nacin, da ni potreben nadvoz, podvoz ali

vvvvv

ravninski.

Graf z oznako K33 pa imenujemo poln dvodelni
graf z dvema skupinama po tri oglis¢a. Oglis¢a v
njem so povezana tako, da je vsako oglis¢e iz posa-
mezne skupine povezano z vsemi oglis¢i v drugi
skupini in z nobenim oglis¢em iz svoje skupine.
Tudi v nasi uvodni nalogi z vozili imamo dve sku-
pini predmetov (vozila in postaje), predmete vsake
skupine pa smo povezali z vsemi predmeti iz dru-
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Mesto 3

Mesto 4 Mesto 2

Mesto 5 Mesto 1
Slika 13 Pet mest in ceste med njimi so pri-
mer grafa Ks

ge skupine. Ce vozila in postaje interpretiramo kot
oglis¢a grafa, je nasa uvodna naloga tako evivalen-
tna vprasanju, ali je graf K33 ravninski.

S pomocdjo Eulerjeve formule bomo pokazali, da
nobeden izmed dveh omenjenih grafov ni ravnin-
ski. To pomeni, da sta obe zastavljeni nalogi nere-
sljivi.

Postaja 1 Postaja 2 Postaja 3

Vozilo 1 Vozilo 2 Vozilo 3

Slika 14 Nas primer grafa K33

Dokaz za graf Ks

Dokazovali bomo s pomodjo protislovja. Predpo-
stavili bomo namre¢, da je graf Ks ravninski, nato
z logi¢nim sklepanjem prisli do protislovja in od
tod sklepali, da je bila napacna zacetna predpo-
stavka. To pa bo pomenilo, da preucevani graf ni
ravninski.

Definirajmo torej stopnjo lica kot Stevilo robov te-
ga lica. Vsota stopenj vseh lic enostavnega grafa je
enaka dvakratniku Stevila robov (2R), saj vsak rob
pripada dvema licema. Zdaj pois¢imo Se eno oceno
za vsoto stopenj lic in primerjajmo ti dve oceni. V
grafu K5 ni ne dveh robov med posameznim parom
tock ne zank (povezav oglis¢a s samim seboj), za-
to moramo pri vsakem sprehodu, po katerem spet
pridemo v zacetno tocko, prehoditi vsaj tri robove
(po istem robu pri sprehodu ne smemo iti veckrat).
Ko se na ta nacin sprehodimo okoli lica, vidimo, da
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ima vsako lice vsaj tri robove, zato je vsota stopenj
lic ve¢ja ali enaka 3P. Upostevamo Se ugotovitev
od prej in imamo torej neenakost 3P < 2R.

Preuc¢imo razmerje med 3P in 2R $e iz drugega
zornega kota. Graf Ks ima 5 oglis¢ in @ =10 ro-
bov (lahko jih tudi prestejemo na sliki 13). Ker smo
predpostavili, da je ta graf ravninski, mora zanj ve-
ljati Eulerjeva formula, iz katere lahko izra¢unamo
Stevilo ploskev P = R—0+2 =10-5+2 = 7. Potem
je 3P = 21 > 20 = 2R in tako 3P > 2R. Dobljeno
protislovje (3P < 2R in 3P > 2R) pomeni, da graf
ni ravninski.

Dokaz za graf K3

Za graf K33 moramo neenakost, ki vkljucuje Stevilo
lic in robov nekoliko spremeniti. Se vedno velja,
da graf nima ne dvojnih povezav ne zank, zato
ne obstajajo lica s stopnjo strogo manjSo od tri. Ta
ugotovitev pa v primeru grafa Kz3 $e ne pripelje
do protislovja. Na sreco pa jo lahko Se izboljsamo
- pri grafu K33 namrec celo velja, da nobeno lice
nima stopnje tri.

Sprehodimo se okoli lica grafa. Vsaka tocka je
povezana zgolj s tockami iz druge skupine, zato
pri sprehodu dolZine 3 nikoli ne kon¢amo v zace-
tni skupini - prehodimo npr. skupina A — skupi-
na B — skupina A — skupina B; zaceli smo v A,
koncali v B. Ker ne kon¢amo v zacetni skupini, ne
moremo koncati v zacetni tocki. To je mozno Sele
po sprehodu dolzine 4 ali ve¢, zato je najmanjsa
moZna stopnja lica 4.

Vsak rob v vsakem grafu pripada dvema licema,
zato zopet velja, da je vsota stopenj lic 2R. Stopnja
posameznega lica je vedja ali enaka 4, zato je vsota
stopenj vecja ali enaka 4P. Torej velja neenakost
4P < 2R oziroma 2P < R.

Se na drug nacin: Graf K33 ima 6 oglis¢ in 9
robov (glej sliko 14). Ce spet privzamemo, da je
graf ravninski, po Eulerjevi formuli dobimo P =
9—-6+2 =5. Spet smo v protislovju z prej ugoto-
vljenim, saj je 2P = 10 > 9 = R oziroma 2P > R, od
prej pa imamo oceno 2R < P. Predpostavka, da je
K33 ravninski, nas je tako privedla do protislovja,
zato je napacna.

S tem smo dokazali, da niti grafa Ks niti gra-
fa K33 ne moremo narisati v ravnini, ne da bi se
vsaj dva robova krizala. Ko to uporabimo na prej



navedenih primerih iz resni¢nega Zivljenja, ugoto-
vimo, da ne moremo medsebojno povezati petih
raziskovalnih vozil ne moremo povezati z antena-
mi brez krizanja kablov. Nemogoce je torej, da bi
nasli taksno razporeditev predmetov in povezav,
ne glede na to koliko zvijamo Zice ali preusmerja-
mo ceste.

Od grafov v ravnini do poliedrov

Preden se lotimo poliedrov, se domenimo, da se
bomo ukvarjali le s konveksnimi poliedri, to je tistimi,
ki nimajo votlin ali vdrtin.

Ravninski graf, ki ustreza konveksnemu polie-
dru, dobimo tako, da na$ pogled pocasi priblizamo
enemu izmed lic poliedra (glej sliko 15). Polieder
si pri tem predstavljajmo kot Zi¢nat model - vsa
snov, iz katere je polieder, je prozorna, vidni pa so
le Zi¢nati robovi. Ko smo torej dovolj blizu, vidimo
celoten polieder znotraj robov tistega lica, ki smo
se mu pribliZali, robovi pa se ne sekajo drugje kot
v oglis¢ih - vidimo torej ravninski graf (slika 15,
desno).

smer pogleda ravninski graf,

ki ga vidimo

Slika 15 PribliZevanje kocki s pogledom.

Druga moznost, da pois¢emo ustrezen ravninski
graf pa je, da za polieder postavimo ravnino, pred
njega pa svetilo. Na na$ zaslon oziroma ravnino
tako projeciramo sence robov poliedra. Svetilo neki
ploskvi priblizujemo toliko ¢asa, da se sence robov
na ravnini ne kriZajo vec. Senca celotnega poliedra,
ki smo jo dobili na ravnini, je ustrezen ravninski
graf (glej sliko 16). Taksno projekcijo imenujemo
stereografska projekcija.

Dobljeni ravninski graf ima podobne lastnosti
kot prvotni polieder - ima enako Stevilo robov,
oglis¢ in lic oziroma ploskev kot prvotni polieder,
e Stejemo tudi neskon¢no lice grafa. Enako Stevilo
oglis¢ nam zagotovi dejstvo, da se oglis¢e poliedra

Slika 16 Stereografska
projekcija kocke

projecira v oglis¢e grafa. Enako velja za robove in
vse ploskve poliedra razen tisto, ki je najblizje sve-
tilu oziroma gledalcu. Ta najbliZja ploskev se pre-
slika v lik, ki pokriva celotno obmodje grafa, to pa
praviloma ne ustreza nobenemu posameznemu li-
cu grafu. To tezavo odpravimo tako, da Stejemo, da
se najblizja ploskev preslika v zunanje, neskon¢no
lice.

Zaradi podobnih lastnosti velja enaka povezava
med Stevilom ploskev, robov in oglis¢ poliedra kot
med Stevilom lic, robov in oglis¢ povezanega rav-
ninskega grafa - enostavneje povedano, s pomocjo
projekcije smo pokazali, da velja Eulerjeva formula
tudi za poliedre.

O pravilnih poliedrih

Pravilni poliedri so tisti konveksni poliedri, katerih
ploskve so skladni pravilni mnogokotniki in pri ka-
terih se v vsakem oglis¢u stika enako Stevilo robov
(in s tem enako $t. ploskev). Med njimi sta deni-
mo vsem znana tetraeder in kocka, pa morda manj
znani oktaeder, ikozaeder in dodekaeder (glej sli-
ko 17), ki so jih poznali Ze stari Grki. Ob nastetih
petih primerih platonskih teles, kot jih tudi imenu-
jemo, se nam zagotovo porodi zanimivo vprasanje,
ali obstaja $e kakSen drug pravilni polieder in ko-
liko je vseh takih teles.

Naj bo neki pravilen polieder sestavljen iz b-
kotnikov, od katerih se jih a stika v vsakem oglis¢u.
Poleg Eulerjeve formule O — R + P = 2 za njegova
oglisc¢a, robove in ploskve velja Se
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R:b—PinO:b—P.
2 a

Prva zveza velja, ker imamo P lic, vsako ima b ro-
bov, vsak rob pa pripada dvema licema (z dva mo-
ramo torej deliti, da robov ne $tejemo preveckrat).
Druga velja, ker imamo spet P lic s po b oglis¢i,
vsako ogli¢e pa pripada a licem. Ce ti dve zvezi
vstavimo v Eulerjevo formulo, dobimo

O—R+P=P(?—?+1)=2,
a 2
kar lahko preoblikujemo v
4a
P= 2a —ab+2b’

Stevili P in a sta pozitivni, zato mora veljati 2a —
ab+2b > 0 oziroma 2(a+b) > ab, iz Cesar po deljenju
z 2ab sledi

IS

+
S| =
\%
NI =

Vemo pa tudi, da je stevilo b vedje ali enako 3,
saj imajo vsi mnogokotniki vsaj 3 oglis¢a. Tudi a je
vedji ali enak 3, ker se v vsakem oglis¢u stikajo vsaj
trije robovi. Ker je a vedji ali enak 3, je 1 najve¢ 1.
Vidimo, da mora biti b manjsi ali enak 5, ¢e naj Se
velja

Q=

+
S| =
1]
Q|-
S| =
N =

Podobno lahko sklepamo Se za zamenjana a in b.
Po krajSem premisleku nam tako ostane le 5 parov
naravnih Stevil (a,b), ki zados¢ajo pogoju

1 1 1

E+E>§.

Ti pari so (3,3),(3,4), (4,3),(3,5),(5,3).

Iz zgornjih formul lahko za vsak par (a,b) izra-
¢unamo P, O in R, saj velja
4a bpP bpP

Peowr 9= R=7

Tako dobimo podatke za pet moznih pravilnih po-
liedrov, ki so zbrani v tabeli 3. Vsa ta telesa obsta-
jajo, kar dokazujejo modeli - glej sliko 17. Drugih
pravilnih poliedrov pa ni, sicer pridemo v proti-
slovje z Eulerjevo formulo.

a|b| P| O| R | polieder
313 4 6 | tetraeder

3| 4 6 8 | 12 | kocka
3|15 |12 | 20 | 30 | dodekaeder
4 13 8 6 | 12 | oktaeder
513120 | 12 | 30 | ikozaeder

Tabela 3 Vrednosti P, O
in R za vseh 5 parov (a, b)

Slika 17 Pet pravilnih poliedrov: tetraeder, koc-
ka (heksaeder), oktaeder, dodekaeder in ikozae-
der. (Slike narejene s pomoc¢jo programa JavaView,
ki omogogoca vizualizacijo 3D objektov. Modeli
teles so vzeti iz primerov programa. Glej: http:/
/www javaview.de/)

Plosc¢ine in Pickova formula

S pomodjo Eulerjeve formule se lahko lotimo Se
enega zanimivega matemati¢nega problema. Kadar
se ukvarjamo z veckotniki, katerih oglis¢a imajo ce-
lostevilske koordinate, imamo na izbiro preprosto
formulo za izra¢un plos¢ine. Ta formula se imenuje
Pickova formula® in se glasi:

1
S = Oznotmj + E Orob - 1/

Kjer je S plos¢ina lika, Oznorraj Stevilo tock v no-
tranosti lika, Oy, pa stevilo tock na robu. Najbol;
zanimivo pri tej formuli je, da je plos¢ina lika od-
visna le od Stevila tock s celostevilskimi koordina-
tami v notranjosti in na robovih veckotnika, ni pa
neposredno odvisna od oblike lika.

Pokazimo, kako z nekaj koraki iz Eulerjeve for-

George Alexander Pick je formulo prvi opisal leta 1899. Velja tudi posploSitev formule na veckotnike z luknjami S = L + Oyptraj +

10,00 — 1, Kjer je L 3tevilo lukenj v veckotniku; luknje se ne dotikajo med sabo ali z robom veckotnika, tudi tocke, ki so na robu

lukenj $tejemo kot robne tocke.
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Slika 18 V notranjosti je 7 tock, na
robu pa 13. Plos¢ina veckotnika je torej
S = Onotraj+30,p—1 =7+ -1=12,5

mule izpeljemo Pickovo. Tocke s celostevilskimi
koordinatami, na primer (4, 3), imenujmo kar celo-
Stevilske tocke. Trikotnik z oglis¢i v celostevilskih
tockah, ki ne vsebuje nobene celostevilske tocke
razen oglis¢, pa imenujmo enostaven trikotnik. V na-
8i izpeljavi bomo uporabili naslednji ugotovitvi o
enostavnih trikotnikih, katerih dokaza pa bomo tu-
kaj izpustili:

— Vsak enostaven trikotnik ima plog¢ino 1.
— Vsak poljuben veckotnik lahko razrezemo na
same enostavne trikotnike.

Bralec ju lahko poskusa dokazati sam, mi pa se
lotimo kar dokazovanja izreka. Najprej razreZimo
na$ poljubno izbran veckotnik na enostavne triko-
tnike (glej sliko 19). Nato si ta razrez veckotnika
(z vsemi novimi robovi in oglis¢i) oglejmo Se kot
ravninski graf. Imamo pravzaprav ravninski graf s
P lici. Stevilo trikotnikov, na katere smo razrezali
veckotnik, je enako P —1. To Stevilo je za ena manj-
Se od P, ker razrez vsebuje poleg P —1 trikotnikov
$e neskon¢no lice, ki obkroza veckotnik (glej sliko
19).

Neskonéno lice

Slika 19 Razrez veckotnika na eno-
stavne trikotnike. Dobljeni graf ima 26
lic, in sicer 25 enostavnih trikotnikov in
eno neskon¢no lice.

Vsak trikotnik ima natanko tri stranice. Torej je sku-
pno Stevilo stranic trikotnikov v grafu 3(P — 1).°
Po drugi strani lahko skupno Stevilo stranic pre-
Stejemo, tako da Stevilu stranic trikotnikov na ro-
bu veckotnika pristejemo $tevilo stranic trikotnikov
v notranjosti veckotnika. Vsak notranji rob pripa-
da kot stranica dvema enostavnima trikotnikoma,
vsak zunanji rob pa je stranica samo enemu eno-
stavnemu trikotniku. Zato lahko zapiSemo, da je

3(P-1)= ZRnotmnji + Rzummji-

Vsak rob je bodisi notranji bodisi zunaniji, zato velja
R = Ruotranji + Rzunanji- To vstavimo in dobimo:

3(P - 1) =2R - Rzummji

Prenesemo vse razen P na desno stran:

P=-2P+3+2R - Rzununji = 2(R - P) +3- Rzunanji-

Po Eulerjevi formuli vemo da velja O+ P -R =2,
kar lahko preoblikujemo v R—P = O —2. Opazimo
e, da je Stevilo zunanjih robov veckotnika enako
Stevilu robnih tock, torej Ruuumji = O in dobimo

P=2(0-2)+3- Op.

Zdaj pa zares izrazimo $e plos¢ino. Vemo, da je
ploscina veckotnika enaka vsoti plos¢in enostavnih
trikotnikov. Enostavnih trikotnikov je P—1, njihova
plog¢ina pa je 3, zato velja S = (P — 1). Vstavimo
prej dobljeni izraz za P:

1
S=%(2(0—2)+3—Omb—1)=0—EOmb—l.

Vemo, da je stevilo vseh oglis¢ enako vsoti Stevil
oglis¢ v notranjosti in oglis¢ na robu veckotnika,
O = Oznotraj + Orop, 0d tod pa:

1 1
S= Oznotmj + Orop — Eomb -1= Oznotmj + Eomb -1

S tem smo izpeljali in dokazali Pickovo formulo.

Zakljucek

Videli smo, da Eulerjeva formula ni uporabna le
pri ravninskih grafih, ampak lahko z njeno upo-
rabo elegantno resimo Stevilne zanimive in na pr-
vi pogled nesorodne probleme. Nasi raziskovalci
Marsa pa bodo morali drugace nacrtovati svoja raz-
iskovalna vozila in postaje, saj lahko z Eulerjevo
formulo le dokaZzemo, da pri trenutni zasnovi vo-
zil in postaj Zeljena razporeditev ne obstaja.

6 Tudi &e se dve stranici trikotnikov na sliki prekrivata, ju $tejemo kot dve. Stevilo stranic torej ni nujno enako tevilu robov.
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Med drugim lahko z Eulerjevo formulo pokaZze-
mo, da bodo morali nasi raziskovalci Marsa izde-
lati drugacen nacrt za svoja raziskovalna vozila in
postaje, saj pri trenutni zasnovi razporeditev brez
prekrivajocih se Zic ne obstaja.
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Marsovi sateliti in cikloidne krivulje

Anja Komatar, Tilen Marc, Matej Aleksandrov, Peter Lendero (mentor)

Uvod

Na podrogju Aurorae Sinus se znanstveniki ukvar-
jamo s sateliti. Se posebej nas zanima najdraZji sate-
lit Talcum, ki krozi okoli Marsove lune Fobos. Ker
zelimo vsak trenutek vedeti, kje se satelit nahaja,
bomo skusali poiskati njegov tir in v matematic-
nem jeziku opisati ustrezno krivuljo.

Definicije in enacbe

Krivuljo, ki jo to¢ka na kroznici opiSe pri kotaljenju
po nekem objektu (ravnini, kroznici, drugi cikloidi,
...), imenujemo cikloidna krivulja. Nekatere zanimi-
ve vrste cikloid imajo svoja imena. NaSo pozornost
so pritegnile cikloida, epicikloida, hipocikloida in
asteroida. Cikloida je krivulja, ki jo opiSe tocka na
kroznici pri kotaljenju po ravnini, epicikloida in hi-
pocikloida pa nastaneta, ¢e eno kroZnico kotalimo
po drugi. Pri tem epicikloido dobimo s kotaljenjem
na zunanji strani, hipocikloido pa s kotaljenjem po
notranji strani druge kroznice.

Enacbe cikloid se najlepSe napiSejo v parame-
tri¢ni obliki. To pomeni, da vrednosti na ordinatni
osi y ne izrazimo kot funkcijo vrednosti na abscisi
x, temve¢ tako x kot y izrazimo kot funkciji neke
druge spremenljivke. Oglejmo si izpeljavo ustre-
znih enacb.
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Cikloida

2

Slika 20 Skica nastanka cikloide

KroZnica s polmerom r in sredis¢em S se kotali po
zgornji strani osi x v pravokotnem koordinatnem
kroznice in osi x. Ko se kroZnica zakotali za kot ¢,
ki ga merimo v radianih, tocka Q preide v toc¢ko
T(x,y), novo dotikali$¢e pa nastane v tocki N(r¢, 0).
Tedaj dobimo, da ima toc¢ka T koordinate:

x =r(p —sing)
y=r(1-cos¢)

Pri opisu hipocikloide bomo uporabili oznake s
skice 21. Postavimo koordinatno izhodis¢e v sre-
dis¢e kroznic s polmerom R. To bo kroZnica, po
kateri se bo kotalila druga s polmerom . Na drugi
kroznici smo izbrali tocko D in opisali njeno giba-
nje. Za zacetek naj C lezi na pozitivhem poltraku
realne osi, D pa naj bo dotikalis¢e obeh kroznic,



Slika 21 Skica nastanka hipocikloide

ki sovpada z L. Po kratkem premisleku ugotovi-
mo, da se bo sredis¢e druge kroZnice gibalo po
kroznici s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u in
polmerom(R — r). Ker imamo opravka s kroZnica-
mi, bomo vse opisovali s polarnimi koordinatami.
Enacba tocke C je torej

¢ =R -r)(cosa +isina)

Opazimo, da bi nam koristilo, ¢e bi prestavili koor-
dinatno izhodis¢e v tocko C. S premislekom ugoto-
vimo, da se toc¢ka G, ki je dotikalis¢e obeh kroZnic
v dani poziciji, giblje po kroZnici s sredis¢em v C
in polmerom r. Ker sta osi novega koordinatnega
sredi$¢a vzporedni originalnima, je tudi kot med
premico CG in osjo x enak a. Torej je njena enacba

g =r(cosa +isina)

Ker se druga kroZnica kotali po prvi, sta loka GD
in GL enako dolga. Po formuli za krozni lok I = ra
(¢e oznacujemo kote v radianih) izra¢unamo kot j
med polmeroma CG in CD in dobimo p = 84, Ker
bomo razmerje ; potrebovali Se kasneje, ga ozna-
¢imo z m.

Opazimo, da lahko D dobimo tako, da zavrtimo G
okoli C za kot —f. To naredimo tako, da pomnozi-
mo vektor G z vektorjem s kotom —p in dolzino 1
in po Moirovi formuli dobimo:

d =r(cosa +isina) (cos —f + isin —p)
= r(cosa(l - l)+isina(1 - l))
m m

Sedaj ugotovimo, da lahko seStejemo vektorja C
glede na izhodisce in D glede na izhodis¢e v C
in tako dobimo parametri¢no enacbo za D:

1
X = Rmcos(oc(l - a))+R(1 — M) cos &
y= Rmsin(a(l - %))+R(1 —m)sina

V tem izrazu nastopa parameter m, ki je enak raz-
merju med polmerom notranje in polmerom zu-
nanje kroZnice, torej je vedno manjsi ali enak 1. Z
izbiranjem razli¢nih vrednosti tega parametra do-
bimo razli¢ne oblike hipocikloid.

Slika 22 Primer hipocikloide

Ko smo z racunalniskim programom GeoGebra na-
risali nekaj hipocikloid pri razli¢nih vrednostih pa-
rametra m, smo opazili, da je hipocikloida pri iz-
brani vrednosti m enaka hipocikloidi pri vrednosti
1-m. Ker se nam je to zdelo zelo zanimivo, smo se
o stvari pozanimali in odkrili, da je ta ugotovitev
Ze znana in se imenuje Izrek o dvojnem generi-
ranju, katerega dokaz prepusc¢amo nadebudnemu
bralcu.

Epicikloida

Izpeljava enacbe za epicikloido je zelo podobna,
zato zapi$imo le njeno kon¢no parametri¢no obli-
ko. Od enacbe za hipocikloido se razlikuje le v tem,
da parameter m v njej nastopa z nasprotnim pred-
znakom: —m1.

X = —Rmcos(oz(l+ %))+R(1+m)cosa

y= —Rmsin(a(l + %))+R(1 + m)sin o

Primeri
Nekatere vrednosti parametra m dajo Se posebej

znane in zanimive krivulje z znadilnimi imeni.
Omenimo samo dve:
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Slika 23 Primer epicikloide

Kardioida

Kardioida ali sr¢nica je epicikloida z vrednostjo
m = 1. To pomeni, da kardioida nastane kot pot
tocke na kroZznici, ki jo kotalimo po zunanji strani
druge kroZnice z enakim radijem.

Slika 24 Kardioida
Asteroida

Asteroida je hipocikloida, ki jo dobimo pri vredno-
stim =1 (ali m = 3, kot pove Izrek o dvojnem
generiranju). To krivuljo opiSe toc¢ka na kroZnici z
radijem 1, ki se kotali po notranjosti kroZnice z ra-
dijem 4. Zanjo je med drugim znacilno, da je dolzi-
na medosnega odseka tangente na katerokoli toc¢ko
krivulje enaka radiju vedje kroznice.

Zakljucek
Mars je ze v antiki pritegnil Grke, ki so opazili, da

se ne giblje po ustaljenem kroZnem tiru kakor so
menili o gibanju zvezd. Z veliko truda so ugotovili,
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Slika 25 Asteroida

da bi tiru Marsa utegnila ustrezati epicikloida.

Slika 26 Domnevne
epicikloide planetov

Ceprav je trditev napacna, saj Zemlja ni sredigce
vesolja, je bila ugotovitev vseeno velik dosezek za
tedanje razmere, saj je gibanje zelo natan¢no opisa-
la. Anton Pannekoek jo je v svoji knjigi History of
Astronomy (Zgodovina astronomije) pripisal Pto-
lomeju in jo razglasil za najvedji doseZzek anti¢ne
astronomije.

Ko je stoletja kasneje postala splosno sprejeta in
priznana Kopernikova domneva o heliocentri¢cnem
sistemu, se je potreba za opisovanje tirov planetov
z epicikloidami zmanjsala, saj je bila na voljo boljsa
razlaga njihovega gibanja. Kmalu potem pa je dan-
ski astronom Olaus Roemer opazil, da so cikloidne
krivulje uporabne tudi v mehani¢nih napravah, za-
to so iznasli Stevilne mehanske priprave za risanje
cikloid, ki so jih s pridom uporabljali pri naértova-
nju mehanskih konstrukcij.

Dandanes tovrstne krivulje hitro nariSemo s ka-



terim od racunalniskih programov in mehanske
priprave za risanje niso ve¢ zanimive za praktic-
no uporabo. Ceprav se tega ponavadi ne zaveda-
mo, pa nas cikloidne krivulje pogosto spremljajo v
vsakdanjem Zivljenju. Pomislimo samo na pot ven-
tila na zrac¢nici med voZnjo iz Ljubljane v Koper.

Nam pa je spoznavanje cikloidnih krivulj $e po-
sebej pomagalo. Ponoci lahko zdaj kon¢no dobro
spimo, ¢eprav nas dragi satelit kroZi okoli Fobosa,
saj vsak trenutek vemo, kje je. No, vsaj priblizno
toliko natan¢no kot stari Grki ...
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StoZnice v taksi razdalji

Amela Rakanovié, Boris Mitrovié, Dominik Surc, Katja Ber¢i¢ (mentor)

Izhodis¢éni problem

Sonda na povrsju Marsa ima omejeno zalogo goriva.
Zaradi pokvarjenega krmiljenja se lahko premika le v
smereh sever-jug ali vzhod-zahod. Katere tocke na ze-
mljevidu lahko doseZe, ce se mora nato vrniti v bazo?

Ideja za reSitev

V geometriji pri merjenju razdalj ponavadi upo-
rabljamo evklidsko razdaljo, vendar v vsakdanjem
zivljenju pogosto razmisljamo tudi o takoimenova-
ni taksi razdalji. Predstavljajmo si veliko mesto, v
katerem so vse ulice ravne in se sekajo le pravoko-
tno. Dva prijatelja, bogat in malo manj premozZzen,
morata priti na nasprotni konec mesta. Bogatas se
bo usedel v helikopter, navaden smrtnik pa se bo
moral s taksijem peljati po ulicah. Razdalja med
izbranima to¢kama je zanju razli¢na. Bogata$ bo
po zracni Crti prepotoval evklidsko razdaljo med
dvema tockama, faksi razdalja pa je tista, ki meri
dolzino najkraj$e poti, kot jo bo prepotoval njegov
prijatelj. Slednja pot bo seveda daljsa, zanimivo pa
je, da je zanjo na voljo ve¢ enako dobrih moZnosti.

Na sliki po zeleni ¢rti potuje helikopter. Ocitno
je, da so vse modre in rdece poti enako dolge, v
nadaljevanju pa bomo dokazali, da je rdeca pot res
najkrajsa mozna.

Oglejmo si poljubno pot nasega taksija med toc-
kama. Vsota dolzin vseh vodoravnih daljic gotovo
ni manj$a od dolZine daljice AC. Prav tako ugoto-
vimo, da vsota vseh navpi¢nih daljic ni manjsa od

Slika 27 Pot helikopterja in moZne
poti taksija

dolzine daljice CB. Dolzina najkrajSe poti za taksi
med tockama A in B je torej enaka |AC| + |CB|.

Aktualizirajmo problem: na zacetku omenjena
naloga je nekoliko drugac¢na, saj imamo omejen
prostor (zaradi goriva). Zato ho¢emo poiskati vse
tocke, ki so enako oddaljene od mesta, kjer je pri-
stala sonda. V evklidski geometriji vemo, da je to
kroznica, v taksi geometriji pa oblika mnoZice tock,
ki jih sonda lahko doseze, ni tako ocitna.

Resitev

Ce se hoce sonda vrniti na prvotno to¢ko, ne sme
izstopiti iz dolocenega obmodja. Vzemimo, da je
zacetna to¢ka koordinatno izhodisce. Glede na to,
da ima sonda goriva za 10 kilometrov, se od baze
lahko oddalji za najvec¢ 5 kilometrov.

Najprej narisimo stiri tocke, ki jih lahko doseZze-
mo, Ce se premikamo samo naravnost. Dve lezita
na abscisi, dve na ordinati, vse pa so od izhodis¢a
oddaljene za 5 kilometrov (tu se evklidska in taksi
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razdalja ujemata). Poskusimo najti Se ostale tocke.
Premaknimo se za razdaljo x po abscisi. Zanima
nas, kako dale¢ se lahko premaknemo navzgor ali
navzdol. Goriva za eno smer imamo za 5 km, kar
pomeni, da je |x|+|y| = 5. Re§imo enacbo in dobimo:

-x+5 zax,y>0,
x-5 zax>0,y<0,
-x—-5 zax,y<0,
x+5 zax<0,y>0.

Ko vse 8tiri daljice nariSemo, je pred nami rob kva-
drata. To je kon¢na slika nasSe taksi kroZnice — kro-
Znice v taksi razdalji.

Slika 28 KrozZnica v taksi razdalji

Kaj sploh je taksi razdalja?

V ravnini izberimo tocki A s koordinatama (x1, 1)
in B s koordinatama (xz,y,). Taksi razdaljo med
njima definiramo z izrazom

dr(A,B) = |xo — x1| + [y2 — y1l.

Ta izraz opiSe dolzino najkrajse poti med dvema
tockama v ravnini, ¢e lahko od ene do druge tocke
potujemo le kot taksist po pravokotnih ulicah: le v
vodoravni in navpi¢ni smeri, ne pa posevno.

Hitro se lahko prepri¢amo, da ima taksi razdalja
naslednje lastnosti:

— Taksi razdalja med poljubnima razli¢nima toc-
kama je vedno pozitivna.

— Taksi razdalja med to¢kama je enaka ni¢ natan-
ko tedaj, ko tocki sovpadata.

— Taksi razdalja je simetri¢na: dr(A, B) = dr(B, A),

— Taksi razdalja zados¢a trikotniski neenakosti:
dr(A, C) < dr(A, B) +dr(B, C).
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StoZnice v taksi razdalji

Stoznice so krivulje, ki jih dobimo kot mnozZico re-
sitev kvadratne enacbe z dvema neznankama. Lah-
ko jih definiramo geometrijsko z uporabo pojma
razdalja: kroZnica je naprimer mnozZica vseh toc¢k v
ravnini, ki so od izbranega sredis¢a enako oddalje-
ne. Ce razdaljo merimo evklidsko, lahko vsako kro-
Znico opi$emo z znano enacbo (x—p)?+(y—q)* = r%.

Stoznice pa lahko definiramo tudi kot dvoraz-
sezne presecne krivulje, ki nastanejo, ¢e preseka-
mo krozni stoZec z ravnino. V evklidski geometriji
sta obe definiciji ekvivalentni, v taksi geometriji pa
se definiciji razlikujeta, zato bomo uporabljali prvo
definicijo.

Elipsa

Elipsa je mnozica to¢k v ravnini, za katere velja,
da je vsota njihovih razdalj do dveh izbranih tock
- goris¢ enaka izbrani konstanti. Obicajno elipso
seveda poznamo. Kaksna pa je ta mnoZica v taksi
geometriji? Odgovor na to vprasanje bo hkrati tu-
di odgovor na naso zacetno nalogo o tockah, ki ji
lahko obis¢e sonda, ¢e za¢ne v goris¢u G in konca
v gorisc¢u H.

Premislimo najprej za tocke, ki leZijo levo od
goriS¢a G, in poglejmo, kaksna je skupna raz-
dalja s. Ce je A najbolj skrajna tocka, do kate-
re lahko pridemo, bo sonda prepotovala razdaljo
dr(G, A) + dr(A, H). Opazimo, da je

dr(H,A) = dr(G,H) + dr(G, A),

pri ¢emer je dr(G, H) kar |GH|. Skupna razdalja s je
torej enaka 2dr(G, A)+|GH)| in za tako tocko A velja
dr(G,A) = # Levo od gorisc¢a G zato vse skrajne
tocke leZijo na taksi polkroZnici (dveh pravokotnih
daljicah) s polmerom ﬁ Na desni strani velja
podobno.

Za tocke med G in H mora sonda prepotovati
razdaljo |GH], lahko pa se premakne tudi najvec za
razdaljo ﬁ navzgor ali navzdol. Tako sestavimo

kon¢no sliko taksi elipse.
Splosen primer elipse

Goris¢i lezita na premici, ki ni vzporedna nobeni
od koordinatnih osi, zato je taksi razdalja med go-



Slika 29 Taksi elipsa z goriS¢ema na vodoravni
premici

riS¢ema dr(G, H) = |GA|+|AH|. Lo¢imo primere, ko
so tocke po x ali ¥ osi med goris¢ema in ko so toc-
ke v kotih. Z enakim sklepom kot pri posebnem
primeru pridemo do kon¢ne slike elipse.

. I

Slika 30 Taksi elipsa s splosno lego goris¢
Parabola

Parabola je mnoZzica tock v ravnini, za katere velja,
da so enako oddaljene od gori$¢a in premice vo-
dnice. V tej definiciji lahko namesto evklidske zo-
pet uporabimo taksi razdaljo. Za enostavnejsi raz-
mislek vzemimo, da je vodnica vzporedna ordina-
ti. Razdaljo med premico in goris¢em oznac¢imo s
p- Najprej pois¢emo tocko, ki leZi na razpoloviscu
daljice med premico in goris¢em. Nato dolo¢imo
tocki, ki sta za p oddaljeni od premice in gorisca.
za tocke levo od gorisca velja enacba x = p—x+|yl.
Ce izrazimo y, dobimo enacbi dveh premic

y= 2x-p,
y=-2x+p.

Za tocke desno od gorisc¢a velja enacba x = x —
p + lyl, ¢e izrazimo y, pa dobimo enacbo [y| = p.
Ce vodnica ni vzporedna nobeni od koordinatnih
0si, je ra¢unanje razdalje med premico in goris¢em
odvisno od naklona premice.

v s =
‘ o

.

.

.

;

-

.

-

Slika 31 Primer taksi parabole
Hiperbola

Hiperbola z goris¢ema G in H in veliko polosjo a je
mnozica to¢k v ravnini, za katere je razlika razdalj
do goris¢ (vedno odstevamo manj$o razdaljo od
vedje) enaka 2a. Ce izberemo goris¢i na abscisni
osi, ki sta za e oddaljeni od izhodis¢a, za tocke na
taksi hiperboli med goris¢i velja enacba

(le + x| + |y)) - (Ie — x|+ |y|) =2a

Ko enacbo poenostavimo, dobimo |x| = a, kar po-
meni, da ta del hiperbole sestavljata dve navpic-
ni premici. Za tocke na preostalem obmodju pa se
lahko hitro prepri¢amo, da ustrezna enacbanima
reSitev.

Slika 32 Enostaven primer taksi hiperbole
SploSen primer hiperbole
Denimo, da goris¢i ne leZita na skupni vodoravni

premici: A(—e,—f), B(e, f). Podobno kot v prejsnjih
primerih obravnavamo resitve enakosti

|dr(T, A) — dr(T, B)| = 2a.
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Za tocke med goris¢ema na nasi sliki denimo velja
enacba

le+x+f+y)—(e—x+f-y)|=2a

kar se poenostavi v y = a—x in y = —x—a. Na osnovi
zgornjih primerov lahko bralec zlahka premisli, da
je spodaj res slika hiperbole v taksi razdalji. Skozi
tocko T potegnemo vzporednico abscisi. Da tocke
desno od goris¢ na tej premici ustrezajo pogojem
preverimo z ra¢unom:

dr(G,A) = dr(G, T) + dr(T, A)
dr(H,A) = dr(H,T) + dr(T, A)

Razlika je torej kar
dT(GrA) - dT(H/ A) = dT(G/ T) + dT(T/ A)
—dr(H,T) — dr(T, A)
dr(G,T) —dr(H,T) = 2a

Bralec lahko brez teZav preveri, da so to tudi vse
take tocke. Podobno sklepamo na ostalih straneh.

Slika 33 SploSen primer taksi hiperbole
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Zakljucek

Pojem razdalje ni vedno tisto, kar si ¢lovek pred-
stavlja. Tako mora ob besedni zvezi taksi razdalja
spremeniti nacin razmisljanja, saj znani geometrij-
ski pojmi z druga¢no definicijo spremenijo svojo
obliko. Dolo¢ili smo vse stoZnice in ra¢unsko do-
kazali, da naSe domneve drZzijo. Ob tem se hitro po-
javijo ideje za nadaljnje raziskovanje. Denimo, da
stoZec prenesemo v taksi geometrijo; dobimo Stiri-
strano piramido. Kaksne so potem njene presec¢ne
ravnine? Ali pa vzemimo krivulje visjih redov in
pois¢imo njihove ustreznice v taksi geometriji. Pro-
stora za raziskovanje je veliko, zato se zavedamo,
da smo s tem projektom raziskali zgolj osnove taksi
geometrije.

Viri
1. Taxicab geometry. Online na naslovu http://en

.wikipedia.org/wiki/Taxicab_geometry

2. Richard Laatsch: Pyramidal sections in Taxicab
Geometry, Mathematics Magazine, vol. 55. no.
4, september 1982



Bézierjeve krivulje

Polona Durcik, David Kralji¢, AljaZz Zalar, Uros Kuzman (mentor)

Uvod

Sonda na Marsu raziskuje povrsje prekrito s kra-
terji. Zelimo, da se jim sonda na svoji poti izogne,
zato i8¢emo elegantno pot med njimi, predstavlje-
no s ¢im manj podatki.

Obicajno podajamo krivulje v parametri¢ni obli-
ki ali kot graf funkcije, francoska avtomobilska in-
Zenirja Bézier in Casteljau pa sta se sredi dvajsete-
ga stoletja lotila ponazoritve krivulj s podajanjem
kontrolnih tock.

Tako dobljene krivulje se imenujejo Bézierjeve
krivulje, algoritem za njihov izra¢un pa se imenuje
Casteljaujev algoritem.

Bézierjeve krivulje
Kvadratne Bézierjeve krivulje

Konstruirajmo krivuljo, ki se za¢ne in konca v iz-
branih tockah A in C, pri konstrukciji pa bomo
uporabili e vmesno kontrolno tocko B. Na dalji-
co AB postavimo to¢ko A’ in na daljico BC toc¢ko
B’ tako, da bo

AA’_BB’_t
AB ~ BC ~

Tocka A’ je torej podana z

A'(H)=A+HB - A),

tocka B’ pa z
B'(t)= B+ t(C-B),

pri nekem ¢, 0 <t < 1. Nato na daljici A’B” doloci-

mo tocko T, tako da bo
AT
aw "

pri istem izboru parametra t.

Tocka T sedaj zarisuje krivuljo v odvisnosti od
parametra t. Ugotovimo

T(t) = A’ + H(B' — A).

Ce torej T(t) izrazimo z zacetnimi tockami dobimo
T(t)y=A+t(B—-A)+(B+tC—-B))—(A+tB-A)))
= A +t(2B - 2A) + t*(C - 2B + A),

kar je parametrizacija kvadratne Bézierjeve krivu-
lje.

Slika 34 Konstrukcija kvadratne Bézi-
erjeve krivulje

O¢itno je, da pri vrednosti parametra ¢ = 0 dobimo
tocko A, pri vrednosti parametra t = 1 pa tocko
C, kar pomeni, da se krivulja za¢ne oziroma konca
v omenjenih to¢kah. Ce odvajamo parametrizacijo
dobljene krivulje, dobimo

T'(t) = B—2A + 2t(C - 2B + A).

Pri robnih vrednostih parametra t dobimo
T'(0) =2(B - A),
T'(1) =2(C - B).

Opazimo torej, da je smer tangente na krivuljo v
zacetni oziroma kon¢ni toc¢ki, odvisna le od sose-
dnje kontrolne tocke.

Kubic¢ne Bézierjeve krivulje

Sedaj izberimo zacetno tocko A, kon¢no tocko D in
Se dve vmesni kontrolni tocki B in C. Na daljicah
AB, BC in CD zaporedoma izberemo tocke A’,B’ in
C’, tako da je

AA”  BB" CC'

AB ~ BC CD
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pri nekem ¢, 0 < t < 1. Nato na daljicah A’B’ in
B’C’ izberemo tocki A” in B”, da velja

AIAI/ _ BIBIl B

A'B BC 7

pri isti vrednosti parametra ¢. Sedaj na daljici A”B”
izberemo 8e tocko T, za katero naj velja
A'T

- =t
A//B/l

pri izbrani vrednosti f. S podobnim izra¢unom kot
v prejsnjem razdelku dobimo parametri¢no izrazi-
tev krivulje v odvisnosti od Stirih izbranih tock

T(t) = A+t(3B—3A)+t*(3C—6B+3A)+t>(D-3C+3B-A),

kar je parametrizacija kubi¢ne Bézierjeve krivulje.

Slika 35 Konstrukciji kubi¢ne Bézier-
jeve krivulje

Spet opazimo, da velja
T'(0) =3(B-A)
T'(1) =3(D-0),

kar nam potrdi podobno lastnost kot pri kvadra-
tnih krivuljah.

Bernsteinovi polinomi in Bézier-
jeve krivulje viSjega reda

Zapis Bézierjevih krivulj visjega reda

V primerih prej$njih razdelkov smo opazili, da je
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Stevilo kontrolnih tock za eno vedje od reda Bézi-
erjeve krivulje, ki jo dobimo s Casteljauevim algo-
ritmom. Sedaj bi Zeleli parametri¢no obliko Bézier-
jeve krivulje reda n, v odvisnosti od n + 1 izbranih
tock, zapisati za splosno naravno Stevilo n > 2.

Razvijmo izraz

(t+(1-1)" = Z (’:)t"a — ),

i=0

Posamezne ¢lene tega razvoja imenujemo Bernste-
inovi polinomi, ki jih ozna¢imo z J,i(t) = (HF(1 -
t)"~'. Za njih veljajo naslednje lastnosti:

Lastnost vsote:

Tno®)+ Tt () + o)+ oA Twno1 (D) + () = 1.
Nenegativnost:

Juit)>0za0<t<1.
Baza:

]n,O (t)r ]n,l (t)/ eeer In,n—l (t)/ ]n,n (t) fVOI'ijO bazo po-
linomov stopnje najvec n.
(Standardna baza je 1,t,t2, ..., t"71, )

Zapis Bézierjeve krivulje, podane z n+1 kontrol-
nimi to¢kami Py, Py, ... P,, lahko razvijemo po bazi
Bernsteinovih polinomov in dobimo splosen zapis
parametrizacije v odvisnosti od kontrolnih tock

P(#t) =) JuiP; 0<t<1.
i=0

Sedaj si oglejmo dokaz zgornje domneve o predsta-
vitvi krivulj reda n, ki jih dobimo z Casteljaujevim
algoritmom, z Bernsteinovimi polinomi. Pri doka-
zovanju bomo uporabili indukcijo, zato si najprej
oglejmo primer, ko je n = 2:

P(t) = 2Py + 2t(1 — £)P1 + (1 — £)*P,
= P, + t(2P1 + 2P5) + t*(Py — 2P1 + P»),

kar je ravno kvadratna Bézierjeva krivulja iz prve-
ga razdelka s kontrolnimi to¢kami P, P; in Py.

Sedaj predpostavimo, da zapis velja za krivuljo
podano z n kontorlnimi to¢kami. Ali lahko sklepa-
mo, da je zapis analogen tudi pri krivuljah doloce-
nih z n+1 toc¢kami. Izberimo 7 + 1 kontrolnih tock
in jih ozna¢imo s Py, Py, ... P,. Z enim korakom al-



goritma dobimo n tock P((t), Pi(t),..., P,(t). Zanje
veljajo enakosti

P;(t)=(1—i’)Pi+i’P,‘+1, i:0,1,...,ﬂ.

Po indukcijski predpostavki lahko uporabimo za-
pis Bézierjeve krivulje na novih n to¢kah

n
P(t) = Z JniP} = (1—t)"p;)+(';)t(1—t)”—1p’l+. P,

i=0
Ce sedaj totke P, P}, ..., P} izrazimo z originalni-
mi kontorlnimi to¢kami in upostevamo, da je

[)=G)

lahko zaklju¢imo, da velja

n+1

P(t) = Z Ju+1,iPi.
pry

Zlepki Bézierjevih krivulj

V praksi pogosto Zelimo najti krivulje zelo zaple-
tenih oblik. Opazno je, da je Stevilo zavojev posa-
mezne krivulje povezano z njenim redom. Vendar
pa je krivulje visokega reda teZko nadzorovati s
kontrolnimi tockami, saj je odvisnost med obliko
krivulje in njenimi kontrolnimi to¢kami zelo ne-
stabilna. To pomeni, da lahko majhna spremem-
ba pozicije kontrolne to¢ke povzroci zelo opazno
spremembo oblike krivulje. Zato v praksi krivu-
lje zapletenih oblik zlepimo iz vecih krivulj niZjih
redov, predvsem kubi¢nih.

Dve krivulji zdruzimo tako, da je kon¢no toc¢ko
prve krivulje ponovimo kot zacetno toc¢ko druge
krivulje. Vendar pa Zelimo, da je zlepek med dve-
ma krivuljama gladek, kar pomeni, da se tangenti
krivulj v konéni tocki prve krivulje in zacetni tocki
druge krivulje ujemata. Ugotovili smo, da je smer-
ni vektor tangente v kon¢ni in zacetni tocki krivulje
enak vektorju razlike med robno tocko in sosednjo
kontrolno tocko. Torej moramo na podlagi kon¢ne

tocke in njej sosedne kontrolne tocke prve krivulje
izbrati Se prvo prosto kontrolno tocko druge kri-
vulje. To storimo tako, da predzadnjo tocko prve
uporabimo kot drugo kontrolno to¢ko druge kri-
vulje. Tako bo dobljeni zlepek gladek.

Zakljucek

~.C
(]

Slika 36 Konstrukcija zlepka z »glad-
kim prehodom«.

Bézierjeve krivulje se dandanes najve¢ upora-
bljajo v racunalniski grafiki. Namesto da krivuljo,
ki naj se zari$e na enkranu, opisemo z vsako toc¢ko
posebej, enostavno izberemo poljubne tocke, med
katerimi se izriSe krivulja. To je uporabno pred-
vsem v programih za vektorsko grafiko in tudi ra-
¢unalniske pisave so oblikovane po principu Bézi-
erjevih krivulj.

Viri

1. Michael Hvidsten: Geometry with geometry explo-
rer. McGraw-Hill, New York, first edition, 2005,
ISBN 0-07-294863-9.

2. Kirby A. Baker: Cubic Bézier Curves. [onli-

ne] http://www.math.ucla.edu/~baker/149.1
.02w /handouts/bb_bezier.pdf

37



Optimalna dostava goriva in Fermatova tocka

Peter KoZelj, Matej Drame, Nino Basi¢ (mentor)

Problem

Sonde so pristale na Marsu. Uporabljajo predelan hi-
per—antimaterijski pogon, ki pa kljub izredni zmoglji-
vosti potrebuje polnjenje vsakih nekaj mesecev zaradi
sondine energijske poZresnosti. Ker se sonde pri svojem
delovanju zelo razprsijo po povrsju Marsa, je potreb-
no vedno znova poiskati lokacijo za pristanek posebne
polnilne postaje. S stalis¢a ucinkovitosti mora biti ta lo-
kacija postavljena tako, da bodo sonde skupno prevozile
najkrajso pot, da pridejo do polnilne postaje. V clanku
predstavljamo geometrijske resitve tega problema za tri
in za stiri sonde.

Uvod

Problema se bomo lotili geometrijsko. Vsako son-
do bomo predstavili s po eno toc¢ko (velikost sond
je zanemarljiva v primerjavi z njihovo medseboj-
no razdaljo). Resitev naloge je tocka, pri kateri je
vsota vseh razdalj od sond do te tocke minimalna.
Ce imamo opraviti s samo eno ali dvema sonda-
ma je resitev ocitna. Najbolj zanimiva je situacija,
ko so sonde tri ali pa &tiri. Ce jih je ve&, geometrij-
ska konstrukcija take tocke ni ve¢ mogoca. V tem
primeru si moramo pomagati z numeri¢nimi meto-
dami, s katerimi lahko izra¢unamo poljubno dober
priblizek.

Tri sonde

Ce imamo v ravnini tri tocke, so lahko te kolinear-
ne (tu je resitev ocitna), lahko so oglis¢a trikotnika
v katerem so vsi koti manjsi od 120°, ali pa so ogli-
S¢a trikotnika v katerem eden kot meri 120° ali vec.
Pokazali bomo, da je v trikotniku, kjer so vsi koti
manjsi od 120° resitev Fermatova tocka. Ce kateri
od kotov meri ve¢ kot 120°, potem je iskana tocka
oglisce trikotnika pri tem kotu. (Bralec naj s premi-
slekom sam ugotovi, zakaj to drzi.)

Fermatova tocka
Izrek 1 Naj bo < ABC enakostrani¢ni trikotnik in K

njemu ocrtana kroZnica. Naj leZi tocka P na naspro-
tni strani premice skozi B in C kot tocka A. Potem je
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X BPC = 120° natanko takrat, ko P lezi na K.

Dokaz. Naj bo P € K. Ker je ABPC tetivni Stiriko-
tnik, je * BAC+xCPB = 180° in ker je * BAC = 60°,
je ¥xCPB = 120°. DokaZzimo izrek Se v drugo smer.
Predpostavimo, da ¥CPB = 120°. S protislovjem
bomo dokazali, da mora P v tem primeru leZati na
kroznici.

Ce P ne lezi na kroznici K, potem nosilka dalji-
ce BP seka kroznico K v tocki P’. Ker P’ leZi na
kroznici, sledi, da je «CP'B = 120° in da je nosilka
daljice P'C vzporedna s PC, kar pa ocitno ne more
drzati.

Slika 37 K dokazu izreka 1

Definicija. Naj bo AABC tak trikotnik, v katerem so
vsi notranji koti manjsi od 120°. Tocko P, za katero
velja

< APB = ¥BPC = ¥CPA =120°

imenujemo Fermatova tocka.

K
Slika 38 Definicija Fermatove tocke

Izrek 2 Fermatova tocka obstaja in je ena sama.



Slika 39 K dokazu izreka 2

Dokaz. Nad stranicami AABC konstruirajmo ena-
kostrani¢ne trikotnike AAC’B, ABA’C in AACPH’,
ki lezijo zunaj AABC. Naj bo P od C razli¢no
presecisce trikotnikoma AACB’ in ABA’C ocrta-
nih krozZnic. Ker je APCB’ tetivni $tirikotnik, velja
$AB’C + ¥CPA = 180°. Vemo, da je $AB’C = 60°
(enakostrani¢ni trikotnik), torej je «CPA = 120°.
Podobno dobimo $e <« BPC = 120°. Ker je <« APB +
<BPC + xCPA = 360° sledi x APB = 120°. Pokazali
smo, da Fermatova tocka obstaja in kako jo skon-
struiramo.

Sedaj bomo pokazali, da obstaja natanko ena Fer-
matova toc¢ka. Denimo, da poleg P obstaja se Q, ki
je tudi Fermatova toc¢ka. Po izreku [tetivni] mo-
ra lezati na trikotniku AACB’ ocrtani kroZnici in
hkrati na trikotniku ABA’C ocrtani kroZnici. Iz te-

ga sledi, da Q lezi na presecis¢u teh dveh kroznic,
ki ni enako C. Torej je Q = P.

Izrek 3 Dan naj bo trikotnik AABC, v katerem so vsi
koti manjsi od 120°. Fermatova tocka ima najmanjSo
vsoto razdalj do oglis¢ AABC.

Dokaz. V trikotniku AABC so vsi koti manjsi od
120°. Izberemo si poljubno to¢ko Q in jo poveze-
mo z vsemi oglis¢i trikotnika AABC. Na stranici
AB skonstruiramo enakostrani¢ni trikotnik AA’BA.
Nato trikotnik AABQ zavrtimo za 60° v pozitivni
smeri okoli tocke B. Pri tem se A preslika v A’ in Q
v Q'. Vrtez ohranja razdalje, torej je |AQ| = |A’Q’|
in |QB| = |Q’B|. DokaZzimo Se, da je |QB| = |QQ’|.

XABQ' = <ABA’ — <xQ'BA’

Izrazimo:

¥ Q'BA’ = xABA’ — < ABQ' = 60° — X ABQ'

Ugotovimo Se:

£QBQ’ = ¥QBA + ¥ ABQ'

Slika 40 K dokazu izreka 3

Ker je *QBA = xQ’'BA’, lahko ¥« QBA nadomesti-
mo z 60° — xABQ":

$QBQ’ = 60° — ¥ ABQ' + ¥ ABQ’ = 60°

Ker kot «QBQ’" = 60° oklepata skladni daljici OB
in ’B, sledi da je AQ’BQ enakostranicen in |QB| =
1QQ’!.

1z tega sledi |CQ|+|AQ|+|BQ| = |CQ|+|A’Q’|+|QQ’|.
Vsota teh razdalj je najmanjsa, kadar tocki Q in Q’
lezita na daljici CA’.

Dokazimo, da se to zgodi, ¢e za Q vzamemo Fer-
matovo tocko. Takrat so koti xCQA = ¥BQC =
*AQB = 120°. Sledi «A’Q’B = 120°. Prej smo do-
kazali, da sta <BQ'Q in ¥xQ’'QB velika 60°. Sledi
*Q'QC = xA’Q’'Q = 180°, torej lezita tocki Q in Q’
na daljici CA’.

S tem smo dokazali, da ima Fermatova tocka naj-
manjS$o vsoto razdalj do oglis¢ trikotnika.
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Fizikalni pristop

o

Slika 41 Fizikalna resitev

Slika 41 prikazuje fizikalno napravo s tremi Skrip-
ci, ki predstavljajo tocke trikotnika. Preko njih so
napeljane vrvice s tremi enako tezkimi utezmi, vse
vrvice pa so spete v vozel na sredini. Ker sistem
utezi tezi k temu, da bi imel ¢im manjSo potenci-
alno energijo, se uteZi postavijo tako, da je vsota
dolzin vrvic med Skripci in utezmi ¢im vedja. Torej
je dolzina preostale vrvi najkraja mozna. Vozel se
tako postavi v Fermatovo tocko.

Stiri ali ve¢ sond

Primeri, kjer tri ali pa vse Stiri sonde leZijo na isti
premici so ocitni. Razmisliti je treba le Se primer,
ko tvorijo tocke konveksni stirikotnik in pa primer,
ko ena od tock lezi v notranjosti trikotnika ki ga
tvorijo ostale tri tocke. (Slednji primer pus¢amo v
razmislek bralcu.)

Izrek 4 Tocka z najmanjSo vsoto razdalj do oglis¢ sti-
rikotnika leZi na preseciscu diagonal tega stirikotnika.

B

&} T

Slika 42 K dokazu izreka 4
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Dokaz. Vzemimo poljuben stirikotnik ABCD in
poljubno tocko X. PoveZimo toc¢ko X z vsemi oglisci
stirikotnika ABCD. Iz trikotniSke neenakosti sledi

[BX|+|XD| = |BD| in |AX|+|XC| > |AC|

Sestejmo neenacbi:

|AX| + |BX| + |CX]| + |DX]| > |BD| + |AC|

Zanima nas torej najmanjSa vrednost izraza |AX]|+
|BX| + |CX]| + |DX]. 1z prejSnje neenacbe sledi, da je
najmanjsa vrednost tega izraza ravno |BD| + |AC|.
Torej tocka z najmanj$o vsoto razdalj lezi na pre-
secis¢u diagonal.

Pri ve¢jem Stevilu tock eksaktna reSitev proble-
ma v sploSnem ni znana, lahko pa jo konstruiramo
iterativno. Naj bodo x1,x,...,x, toc¢ke v ravnini,
kjer je x; € R%. S pomog¢jo enacbe

dobimo vedno boljsi priblizek prave resitve.

Viri
1. Petkovié, M. (1988). Zanimljivi matematicki

problemi. Beograd: Naucna knjiga

2. Geometric median. Online. Citirano 30. avgusta
2007 na naslovu http://en.wikipedia.org/wiki
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Hiperkocka

Maja Alif, Boris Mitrovi¢, Peter Lendero (mentor)

Naloga

Si lahko zamislite pravokotnico na tri koordinate
prostora? Ker zivimo v tridimenzionalnem prosto-
ru, se nam ta naloga zdi prezahtevna. Analiti¢ni
geometriji to ne povzroc¢a nobenih teZav, saj lahko
rac¢unamo v ve¢ dimenzijah, dasiravno si jih ne mo-
remo predstavljati. Za predstavo pa ostanejo triki:
projekcije, sence in sklepanje z manj na ve¢ dimen-
zij.

Hiperkocke

Hiperkocke so kocke, posploSene na razli¢ne di-
menzije. V dimneziji 0 jo predstavlja tocka. Enodi-
menzionalno hiperkocko dobimo tako, da to toc¢ko
premaknemo za razdaljo ene enote. Njena pot opi-
Se daljico, katere oglis¢a oznac¢imo z 0 in 1. Daljico
nato ponovno premaknemo za eno enoto v smeri,
pravokotni na samo daljico. Tako dobimo kvadrat
- hiperkocko v dveh dimenzijah. Novonastali lik
"dvignemo" za eno enoto pravokotno nad ravnino,
kot prikazuje slika. Nastane obicajna (3 D) kocka.

Naslednji korak je podoben prej$njim, a abstrak-
tnejsi, saj kocko premaknemo pravokotno na vse
tri koordinatne osi. Prostor, ki je s tem premikom
opisan, je 4-dimenzionalna hiperkocka, imenovana
teserakt. V vsakem njenem oglis¢u se stikajo stirje
pravokotni robovi. Ogli¢a oznacimo s koordina-
tno cetverico, na primer (0, 0,0, 0), (0,1,1,0) ... Z
njimi lahko ra¢unamo enako kot s trojicami v 3 D
prostoru ali s pari koordinat v ravnini (2 D). Objek-
te lahko po tem postopku raztegujemo v neskon¢-
nost. Nastajajo novi evklidski prostori s poljubno
mnogo dimenzijami.

Stiri in ve¢ dimenzij

Prvi zanimivi takonastali objekt je torej teserakt.
Ker ima le 4 dimenzije, lahko mnoge njegove la-
stnosti spoznamo intuitivno. Z nadaljnjim premi-
kanjem se pojavijo nove daljice, kvadrati, kocke ...
Ceprav se njihovo &tevilo povetuje po dolocenih
zakonitostih, si pri penteraktu (5 D) in hiperkockah

.....

vi§jih dimenzij z domisljijo ne moremo ve¢ poma-

42

° - °
—
® o *—————— e
Daljica Kvadrat
Kocka Teserakt
gati.
i : " ) 5D 6D
n-prostor|oglid¢a lrobovi kvadratikocke|teserakti it st e el
0 1 0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0
2 4 4 1 0 0 0 0
3 8 12 6 1 0 0 0
4 16 32 24 8 1 0 0
5 32 80 80| 40 10 1 0
6 64| 192 240| 160 60 12 1
7 128 448 672|560 280 84 14
8 256| 1024 1792| 1792 1120 448 112
9 512| 2304 4608| 5376 4032 2016 672
10| 1024| 5120{ 11520{15360| 13440 8064 3360

Pri premiku, potrebnemu za konstrukijo kocke v
dimenzijo viSe, dobimo torej zacetno in kon¢no sli-
ko, ki ju povezujejo daljice, ploskve ... Stevilo oglis¢
se tako podvojuje. Tocke zacetne slike pri premi-
ku opisejo nove daljice. Stevilo robov je zato ena-
ko vsoti robov zacetne in kon¢ne slike ter Stevilu
tock ene izmed slik. (glej tabelo) Podobno premik
kvadratov opiSe novo kocko in je zato Stevilo kva-
dratov hiperkocke v dimenziji visje vsota Stevila
kvadratov zacetne in koncne slike ter Stevila daljic
zacetne slike. Enako velja za 3 D kocko, teserakt in
vse hiperkocke visjih dimenzij. Zdi se, da so do-
bljena stevila tock, daljic, kvadratov ... koeficienti
potenc polinoma 2x + 1.



Slika 43 Penterakt

Primer:
Qr+1)P° =8 +12x2 +6x + 1

(x + 1)* = 160* +32x% + 24x% + 8x + 1

Kocka ima 8 oglis¢, 12 robov, 6 ploskev in je sama 1
kocka. Teserakt ima dvakrat toliko oglis¢, 32 robov,
ploskev je 24, sestavlja pa jo Se 8 kock.

Dokazimo to domnevo z indukcijo.

Baza indukcije za n = 1: to je 1 daljica, ki ima
seveda 2 oglis¢i. Predpostavimo, da koeficienti po-
linoma (2x + 1)" predstavljajo Stevilo oglis¢, daljic,
kvadratov, kock ... n-dimenzionalne kocke. Zdaj na-
redimo premik kocke v (n + 1)-dimenzijo. S tem se
Stevilo vsakega izmed objektov (oglis¢ ...) podvoji,
nato pa se mu priSteje Stevilo objektov ene manjse
dimenzije od n-hiperkocke (torej vsako $tevilo ta-
bele dobimo kot vsoto $tevila v kvadratku predho-
dnje vrstice in stolpca ter dvakratnika Stevila nad
prvotnim kvadratkom).

Qx+1)"*! = {Z (Z)(zx)k] 2x+1) =

k=0

= "oxyt + (n) 2x)F
kZ_;‘ ( k)( ) kz;‘ L)
Pri prvem enacaju smo uporabili indukcijsko pred-
postavko in dobili, da je Stevilo objektov (n + 1)-
hiperkocke pri neki potenci x-a dvakratnik istega
objekta pri n-hiperkocki (stopnja x-a se poveca, ker
ima prostor zdaj eno dimenzijo vec), zraven pa je
potrebno pristeti nove objekte, ki jih dobimo s pre-
mikom objektov z eno dimenzijo manj (sedaj imajo
isto stopnjo x-a zaradi enakega razloga kot prej). m

Hanojski stolpi

Obstaja legenda o indijskem templju, v katerem
je velika soba s tremi obrabljenimi drogovi, ki jih
obkroza 64 zlatih plos¢ic. Brahmani premikajo te
ploscice glede na pravila igre. Po legendi bo po
zadnjem premiku ploscice konec sveta. Ta zgodba
je bila povod za matemati¢no igro. Podane imamo
tri palice. Na prvi palici so na zacetku nataknjeni
obrodi razli¢nih velikosti po vrsti od najvecjega do
najmanjsega. Obroce lahko premikamo med palica-
mi. Pri potezi lahko naenkrat z ene palice na drugo
prelozimo le zgornji obro¢, pri ¢emer morajo biti
po koncu poteze na ciljni palici diski urejeni po ve-
likosti od najmanjSega zgoraj do najvecdjega spodaj.

Slika 44 Hanojski stolpi

Problem za n-obrocev je izomorfen (enak) iskanju
hamiltonske poti po n-hiperkocki. Hamiltonska pot
je sprehod po povezavah (robovih) grafa hiperkoc-
ke, ki obisée vsako tocko natanko enkrat. Postavi-
mo hiperkocko v sredis¢e koordinatnega sistema
tako, da eno oglis¢e sovpada z (0,0,0,...) in da vsi
robovi iz tega oglis¢a leZijo na koordinatnih oseh
(teh je n, enako mnogo kot je dimenzija hiperkoc-
ke). Torej dobimo koordinate 2" razli¢nih koordi-
natnih n-teric oglis¢ (1,0,0, ..., 1), (0,1, 1, ..., 0),... kjer
n-ta koordinata predstavlja n-ti najvedji obro¢. Ko
prehodimo eno povezavo na hiperkocki, se presta-
vimo iz enega oglis¢a v sosednje, pri tem pa se za-
menja natanko ena koordinata oglis¢a (na primer
iz (0,0,1,0) na (0,1, 1,0)). To pomeni, da smo nata-
knili obro¢ na neko drugo palico. DokaZimo zdaj,
da nam hamiltonska pot prinese Zeljeni rezultat.
Poskusimo spet z indukcijo. Ko imamo en obro¢,
lahko problemu priredimo enodimenzionalno hi-
perkocko, to je daljico. Hamiltonska pot daljice je
kar 0 — 1, torej enostavno prestavimo obro¢ iz ene
palice na drugo. S tem je igra koncana.

Predpostavimo zdaj, da nam hamiltonska pot po

n-hiperkocki re$i problem za n obrocev in imamo
pred sabo problem z 1 + 1 obro¢i. Temu problemu

43



priredimo graf (n + 1)-dimenzionalne hiperkocke.
Ker je njen graf pravzaprav graf dveh n-hiperkock,
kjer paroma poveZzemo istoleZeca vozlis¢a lahko
uporabimo indukcijsko predpostavko za prvih n
obrocev in se sprehodimo po prvi hiperkocki. Ti
obroc¢i so potem na drugi, zadnji, najvecji pa Se
zmeraj na prvi palici. Prestavimo prvi obro¢ na tre-
tjo palico in s tem skoc¢imo iz prve n-hiperkocke na
drugo. Znova uporabimo indukcijsko predpostav-
ko za prvih n obrocev in jih prestavimo iz druge
palice na tretjo. Tako lahko naredimo hamiltonsko
pot tudi po drugi n-hiperkocki. Uspelo se nam je
sprehoditi po celi hiperkocki (1 + 1)-dimenzije. m
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Poliedri in Zivljenje na Marsu

Izidor Lamot, Jana Vidrih, Irena Drensek, David Gajser (mentor)

ALH 84001 je meteorit, ki so ga nasli v kraju Allan Hills
na vzhodu Antarktike leta 1984. [3]Eden najbolj znanih
meteoritov je postal leta 1996, ko so raziskovalci NASE
sporocili, da vsebuje mikroskopske strukture, ki bi lahko
bile fosilni sledovi bakterij. V njem so namre¢ odkrili
kristalne strukture v obliki prirezanega heksa-oktaedra
premera od 20 do 100 nanometrov. Podobne strukture
nastajajo pri presnovnih procesih nekaterih bakterij na
Zemlji, ni pa znano, da bi nastajale v naravi kot produkt
kakega anorganskega procesa. Ker bi lahko spore bakterij
v kamninah po nekaterih predvidevanjih Zivele v veso-
lju do 5 let, bi lahko ta najdba potrjevala celo mozZnost
prenosa Zivljenja z Marsa na Zemljo. V tem prispevku
tega sicer Zal ne moremo potrditi, lahko pa vam razloZi-
mo, kaj je prirezani heksa-oktaeder in vam predstavimo
Se nekaj drugih zanimivosti o simetriji in poliedrih.

Poliedri

Poliedri so geometrijska telesa z ravnimi mejnimi
ploskvami. Nas v projektu zanimajo predvsem po-
liedri, ki imajo veliko stopnjo simetrije in zato iz-
kazujejo lepoto oblike. Poliedre delimo na konve-
ksne in nekonveksne. Konveksni so tisti, ki nimajo
nobenega dela vbocenega oz. matemati¢no: ¢e iz-
beremo poljubni dve tocki v notranjosti poliedra in
ju povezemo z daljico, mora celotna daljica leZati v
notranjosti poliedra. Nekonveksni poliedri so tisti,
ki niso konveksni.

Podrobneje si oglejmo konveksne poliedre, ki

imajo za ploskve pravilne mnogokotnike. Mednje
spadajo platonska telesa, arhimedska telesa, enako-
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robe pokonéne prizme, enakostrani¢ne antiprizme
in Johnsonova telesa. Ti razredi poliedrov so med
seboj loceni z izjemo kocke, ki je hkrati platonsko
telo in enakoroba pokon¢na prizma, in oktaedra,
ki je platonsko telo in enakoroba antiprizma.

Platonska telesa so konveksni poliedri, ki imajo za
mejne ploskve skladne pravilne veckotnike ene vrste in
imajo vsa oglisca enako konfiguracijo.

Platonska telesa so:

- tetraeder
omejujejo ga 4 enakostranic¢ni trikotniki, ki se
po 3 stikajo v posameznem oglis¢u

- oktaeder
omejuje ga 8 enakostrani¢nih trikotnikov, ki se
po 4 stikajo v posameznem oglis¢u

- ikozaeder
omejuje ga 20 enakostrani¢nih trikotnikov, ki se
po 5 stikajo v posameznem oglis¢u

- kocka ali heksaeder
omejuje ga 6 kvadratov, ki se po 3 stikajo v po-
sameznem oglis¢u

- dodekaeder
omejuje ga 12 pravilnih petkotnikov, ki se po 3
stikajo v posameznem oglis¢u

Izrek. Platonskih teles je natanko 5.

Dokaz. Namesto strogega matemati¢nega dokaza
bomo naredili bolj intuitiven dokaz. Poglejmo si
oglis¢e A v platonskem telesu, sestavljenem iz sa-
mih trikotnikov. V' A se lahko stika le 3, 4 ali 5
ploskev. Ce bi se v A stikalo 6 ali ve¢ ploskev, ta



polieder ne bi bil ve¢ konveksen ali pa se ne bi
niti dvignil iz ravnine. V mreZzi bi namrec 6 triko-
tnikov ob oglis¢u A zapolnilo ves kot okoli A in
konveksnega telesa ne bi mogli narediti.

Ce se v A stikajo sami kvadrati ali sami petkotniki,
so ti lahko le trije. Iz podobnega razloga kot pri
trikotnikih tudi Stirje kvadrati ali pravilni petko-
tniki okoli oglis¢a A v mreZi zapolnijo ves kot in
jih ne moremo dvigniti do konveksnega poliedra.
Dokazali smo torej, da je platonskih teles najvec 5.
Ker so tetraeder, oktaeder, ikozaeder, dodekaeder
in kocka platonska telesa, jih je natanko 5.

Arhimedska telesa so polpravilni poliedri’, ki imajo
za mejne ploskve ne nujno enake pravilne veckotnike.
Taksnih teles je 13.

Slika 45 Nekaj arhimedskih teles: zadaj pri-
rezani dodekaeder in prirezani ikozaeder,
spredaj prirezani tetraeder, prirezani heksa-
eder in prirezani oktaeder.

Na sliki 45 je prikazanih 5 prirezanih platonskih
teles, ki so tudi arhimedska.

Enakorobe pokonéne n-strane prizme so poliedri,
sestavljeni iz dveh vzporednih pravilnih n-kotnikov, ki
ju povezuje plas¢ iz n kvadratov.

Enakorobe n-strane antiprizme so poliedri, sesta-
vljeni iz dveh vzporednih pravilnih n-kotnikov, ki ju
povezuje plasc iz 2n enakostranicnih trikotnikov.

Johnsonova telesa so vsi ostali konveksni poliedri s
ploskvami iz pravilnih mnogokotnikov, ki ne sodijo v
nobeno od zgoraj nastetih skupin. Teh teles je 92.

Slika 46 Enakoroba
4-strana antiprizma

Duali poliedrov

Vsakemu konveksnemu poliedru lahko priredimo
nov polieder, ki ga imenujemo dual. Oglis¢a duala
leZijo na ploskvah prvotnega poliedra in so poveza-
na tako, da sta sosednji ploskvi originala povezani
z robom duala. Dual duala je spet prvotni polieder.
Nekaj zanimivih primerov:

— Dual ikozaedra je dodekaeder,

— Dual tetraedra je tetraeder,

— Dual kocke je oktaeder (slika 47)

Slika 47 Dual kocke

Trunkacija

Ce poliedru odsekamo oglid¢e, nastane ve¢ novih
oglis¢ in stranic, oblika nekaterih ploskev pa se
spremeni. Obicajno kot prisekani polieder imenu-
jemo polieder, v katerem smo odsekali vsa oglisca.
Ta postopek imenujemo trunkcija.

Spomnimo se prirezanega heksa-oktaedra iz uvo-
da. Heksa-oktaeder je polieder, sestavljen iz 8 ena-
kostrani¢nih trikotnikov in 6 paralelogramov.

7 Polpravilni polieder je polieder, ki ima za ploskve same pravilne mnogokotnike in je njegova grupa simetrij tranzitivna na oglig¢ih.
To pomeni, da za poljubni oglis¢i A in B obstaja neka simetrija tega poliedra, ki preslika A v B.
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Slika 48 Heksa-oktaeder

Ce heksa-oktaedru odsekamo vsa oglis¢a, v katerih
se stika 5 robov, dobimo prisekani heksa-oktaeder,
katerega oblika je povezana z morebitnimi marso-
vskimi bakterijami.

Simetrija poliedrov
Natanéneje:

Definicija. Izometrija prostora je preslikava prostora
samega vase, ki ohranja razdalje med preslikanimi toc-
kami. Simetrija poliedra je taka izometrija, ki telo pre-
slika samo vase, mnoZico vseh simetrij nekega poliedra
pa imenujemo grupa simetrij.

Zrcaljenje preko tocke

Zrcaljenje kocke preko njenega sredisca je primer
simetrije poliedra. Ce telo dvakrat prezrcalimo pre-
ko tocke, dobimo spet prvotno telo.

Rotacija

Rotacijsko simetrijo imajo telesa, za katera obstaja
rotacija, ki jih preslika vase. To si lahko enostav-
no predstavljamo tako, da vzamemo neko telo in
ga zavrtimo okoli osi za dolocen kot. Za poliedre
obstaja le 5 sistemov rotacijske simetrije: cikli¢na,
diedrska, tetraedrska, oktaedrska in ikozaedrska.

Sistemi rotacijskih simetrij:
Cikli¢na simetrija
je najenostavnej$i primer rotacijske simetrije. Telo

s cikli¢no simetrijo ima vsaj eno rotacijsko os. Naj-
demo jo na primer pri piramidah, zvezdah ...
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Izrek. Za vsako rotacijsko os poliedra A obstaja tak naj-
manjsi kot , da je rotacija za a okoli te osi v grupi si-
metrij poliedra A in so vse ostale rotacije okoli te osi, ki
so v grupi simetrij poliedra A, natanko mnogokratniki
rotacije za kot a.

Dokaz. Naj bo y rotacijska os poliedra A in naj bo
a tak najmanjsi kot, da je rotacija za o okoli te osi
v grupi simetrij A. Naj bo rotacija za  okoli y iz
grupe simetrij poliedra A in naj bo k najmanjse tako
naravno Stevilo, da je k- a + p > 360°. Potem velja:
k-a+ B je v grupi rotacij poliedra A okoli osi y in
zato k-a+f =360° ali k-a + f > 360° + a. Vemo,
da je bil k najmanjsi tak, da je k-a+p > 360°. Torej
k-a+p = 360°. Ce vzamemo B = 0, vidimo, da
obstaja tak [, da je [ - a = 360°. Sledi: = (I - k) - a.

Definicija. Naj bo A polieder, y os rotacijske simetrije
in « rotacija za najmanjsi kot okoli te osi. Red osi y je
tako najmanjse tevilo k, da je of = id.

Izrek. Naj bo A polieder, y os rotacijske simetrije reda
k in B rotacija okoli y. Potem je p* = id.

Dokaz. Obstaja I, da velja g = o'. Torej: ¥ = (&))F =
(¥ =id.

Diedrska simetrija

Telo A z diedrsko simetrijo ima v grupi simetrij vsaj

2 elementa. Ta dva sta rotacija okoli glavne osi za kot

a in rotacija okoli stranske osi, ki je pravokotna na

glavno os, za kot 180°. Seveda mora grupa simetrij

telesa A vsebovati tudi vse kompozitume teh dveh

elementov.

Tetraedrska simetrija

Telo s tetraedrsko simetrijo ima 7 takih rotacijskih

osi kot tetraeder. Ta ima:

— 4 osireda 3, ki gredo iz enega oglis¢a do sredine
nasprotne mejne ploskve,

— 3 osireda 2, ki gredo skozi sredine nasprotnih
robov.

Oktaedrska simetrija

Telo z oktaedrsko simetrijo ima 3 mnoZice takih

rotacijskih osi kot oktaeder. Ta ima:

— 3 med seboj pravokotne osi reda 4. Vsaka ta-
ksna os gre skozi nasprotni oglisci,

— 4 osireda 3. Te gredo skozi srediS¢a nasprotnih
mejnih ploskev,

— 6 osireda 2. Te gredo skozi sredis¢a nasprotnih
robov.

Ikozaedrska simetrija

Telo z ikozaedrsko simetrijo ima 31 rotacijskih osi

kot ikozaeder. Ta ima:

— 6 osireda 5, ki potekajo skozi nasprotni oglis¢i,



— 10 osi reda 3, ki potekajo skozi sredis¢a naspro-
tnih mejnih ploskev,

— 15 osi reda 2, ki potekajo skozi sredi$¢a naspro-
tnih robov.

Zrcaljenje

Zraven rotacijske je ena izmed pomembnejsih si-
metrij tudi zrcalna simetrija. Telo ima zrcalno si-
metrijo, ¢e obstaja ravnina, da zrcaljenje preko te
ravnine ohranja telo. Primer zrcalne simetrije pri
kvadru je zrcaljenje preko ravnine, vzporedne z

voev v

dvema ploskvama, ki gre skozi tezisce.

Zrcalna simetrija je zelo pogosta tudi v naravi.
Tako so na primer ¢loveska, metuljeva, Zabina, ri-
bja ... leva in desna polovica telesa zrcalno sime-
tri¢ni. Taki simetriji v biologiji re¢emo bilateralna
simetrija.

Ati}f

Slika 49 Simetrija v naravi

V vsakdanjem Zivljenju ima simetrija $ir$i pomen.
V glasbi smo pogosto pri¢a ponavljanju teme in
v Beethovnovi 5. simfoniji hitro opazimo simetri-
jo. Tudi v drugih zvrsteh umetnosti simetrija igra
pomembno vlogo. Za konec navedimo $e nekaj pri-
merov: v arhitekturi slaven Eifflov stolp, Tadz Ma-
hal, Stonehenge, pri $portu sinhrono plavanje ...
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Zlati rez

Nives Naraglav, Sasa Drame, Ursa Pertot, Dejan Siraj (mentor)

Vrtnica, Taj Mahal, ¢lovek, pravilni petkotnik in rene-
sansa morda na videz nimajo skupnih tock. Vendar ce
zdruzimo moc narave, ¢lovekov obcutek za estetiko ter
matematicni um, kmalu dobimo popolno razmerje zla-
tega reza, ki povezuje na videz nepovezane pojme.

Definicija in osnovne lastnosti

Zlati rez je razmerje, ki ga ponazorimo z razdelitvi-
jo daljice na dva neenaka dela tako, da je razmerje
med celoto in dalj$im delom enako razmerju med

dalj$im in kraj$im delom.

A B

Stevilo zlatega reza, ki ga ponavadi oznac¢imo s @,
izra¢unamo neposredno iz definicije:

m+M _M 145
M m 2= 2
mo Mo 145
M m 2
O l+1=0 ®=1,61803...
PP-D-1=0

Iz izracuna je ocitno, da je @ algebrai¢no Stevilo,
saj je reSitev neke enacbe z racionalnimi koefici-
enti. Poleg tega je tudi iracionalno Stevilo, kar je
razvidno iz naslednjega premisleka. Denimo, da je
® element mnoZice racionalnih Stevil.

1+5
2

20-1=15

D=

Ker velja, da mnoZenje racionalnega Stevila z 2 in
odstevanje 1 od racionalnega Stevila spet da raci-
onalno 3tevilo, V5 pa je iracionalno &tevilo, smo
prisli do protislovja in tako dokazali, da je @ res
iracionalno.

Povezanost s Fibonaccijevim za-
poredjem

Fibonaccijevo zaporedje je zaporedje $tevil, ki so
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vsota dveh svojih predhodnikov.

Fo=0
F=1
Fo=F,1+F.2

Tako dobimo stevila: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Iz formule za splosni ¢len Fibonaccijevega zapo-
redja, ki jo dobimo s pomocjo linearnih rekurziv-
nih enacb, je lepo razvidna zveza med Fibonacci-
jevim zaporedjem in Stevilom zlatega reza:

V5 1+v5)" V5 (1-+5Y
"5 2 5 2
V5

-5

F, (@ + (1 -D)Y)

Kvocient dveh zaporednih Fibonaccijevih $tevil ve-
dno bolj stremi k Stevilu zlatega reza. To trditev
formalneje napiSemo na naslednji nacin:

lim Fpi

n—oo n

=0

Konstrukcija zlate tocke

Na zacetku imamo dano daljico AB z razpolovi-
8¢em v tocki C. Skozi tocko B nariSemo pravoko-
tnico in na njej tocko D tako, da je |[BC| = |[BD|. Na
daljici AD oznacimo tocko E tako, da je [DB| = |DE|.
Na daljici AB ozna¢imo toc¢ko F tako, da je |AF| =
|AE|. Tocka F je zlata tocka daljice AB.

n
M+m




Dokaz, da je F res zlata to¢ka daljice AB, preprosto
izvedemo s Pitagorovim izrekom za trikotnik ABD:

M+m)2

(Mer)2+(M+m)2 =(M+

2 2 2 2
m* +2Mm + M +m2+2Mm+M2=9M +6Mm +m
4 4
M?>—Mm—-m?>=0

My? M

[ Ao

m m
P*-D-1=0

Konstrukcija drugega krajisca da-
ljice ob znanem enem krajisc¢u in
zlati tocki

Dano je krajis¢e A daljice AE in zlata tocka T na
njej. Na nosilki daljice AT oznacimo toc¢ko A’ tako,
da velja |AT| = |A’T|. Po prej opisanem postopku
skonstruiramo zlato tocko E za daljico TA’.

Zlata tocka (T).
A

Zacetno krajisce (A). -
Skonstruirano krajisce (E).

Spodnji ra¢un pokaZze, da je tocka E iskano drugo
krajis¢e dane daljice:

IAT| = [TA| = a & _azc
a-c c
JAE| = e 2 274
e—a 2a-—e
[EA'|=c¢ e?—ae—a*>=0
c=2a-e £ __Z
e—a a

Zlati petkotnik

V petkotniku zlatih rezov kar mrgoli. Najpomemb-
nejsi je tisti med diagonalo in stranico, ki ga bomo
v naslednjih vrsticah tudi dokazali.

=

Petkotnik je pravilen, zato je Stirikotnik BCDE ena-
kokraki trapez, od koder sledi, da sta daljici BE in
CD vzporedni. Trikotnika BFE in CDF imata torej
vse pare stranic vzporedne, zato sta podobna. Ni
tezko videti, da sta kota <BCF in «CFB enaka, iz
Cesar sledi, da je trikotnik FBC enakokrak. Preko
zgoraj omenjenih podobnih trikotnikov lahko do-
kazemo, da je razmerje med stranico in diagonalo
pravilnega petkotnika enako @, na naslednji nacin:

E_ a
a b-a
b —ab—a*=0 z=?
a
22-2z-1=0
Zzliz\/gz(b

Konstrukcija pravilnega petko-
tnika

Na zacetku imamo dano stranico AB pravilnega
petkotnika ABCDE. Nato po prejSnjem postopku
skonstruiramo tocko T tako, da je B zlata tocka da-
ljice AT. Ker sta diagonala in stranica pravilnega
petkotnika v razmerju zlatega reza, je dolzina da-
ljice AT enaka dolzini diagonale. Zato samo v toc-
ki A nariSemo kroznico z radijem |AT]|, v tocki B

NS4

pa kroznico z radijem |AB|, in presecis¢e teh dveh
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kroZnic predstavlja tretje oglis¢e C. Ostali tocki na-
riSemo po istem postopku.

Zlati rez v umetnosti in naravi

Zlati rez naj bi bilo najboljSe moZno vodilo vseh,
ki poskusajo lepoto skladno ujeti v sliki ali izkle-
sati v kamnu. Tako ljudje Ze tisocletja uporabljajo
zlati rez v arhitekturi (egipcanske piramide, grski
Partenon, Notre Dame, Taj Mahal, CN Tower,...),
slikarstvu (predvsem renesan¢ni umetniki), kipar-
stvu,...

Clovek je dobil navdih za zlati rez z opazova-
njem narave in samega sebe. Pri ¢loveku ga lahko
med drugim najdemo v razmerju med podlahtjo
in dlanjo.

Pri rastlinah in Zivalih gre predvsem za ucinkovito
izkori$¢anje potenciala. Biologi so ugotovili, da ra-
stlina absorbira najve¢ svetlobe, ¢e ima liste okoli
stebla razporejene tako, da je med vsakim nasle-
dnjim kot 271/®, to pomeni, da na en obrat pride
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® listov. Podobno velja za razporeditev semen v
cvetu in cvetnih listov, kar prikazuje spodnja foto-
grafija.

Viri
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nacci numbers. New Jersey: World Scientific

2. WIKIPEDIA. Online. Citirano 29. avgusta 2008
na naslovu
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3. Spenko, S., Kovag, B., Siraj, D. (2004). Zlati rez
(raziskovalna naloga). Ljubljana: Gimnazija Be-
zigrad



Biljard

Matjaz Drolc, Primoz Ocepek, Teja Turk, Tine Mezgec (mentor)

Za zacetek ...

Predstavljajte si pravokotno bilijardno mizo, na ka-
teri se odbija krogla. Ker smo mladi matematiki
veliki idealisti (in znamo resiti le lahke enacbe), na
nas$i mizi ni trenja in nasa krogla se vedno lepo ko-
tali. Seveda se na robu mize odbije tako, kot bi se
odbil svetlobni zarek: odbojni kot je enak vpadne-
mu. Ker nasa krogla ves ¢as ohranja svojo energijo,
se nikoli ne ustavi, temve¢ potuje od enega roba
mize do drugega, odvisno od zacetnega poloZaja
in smeri.

Kaj pa, ¢e se po mizi na podoben nacin kotalijo
Se druge krogle? Prej ali slej se bosta dve krogli sre-
¢ali in se odbili vsaka v svoji smeri. Gibanje vedje-
ga Stevila krogel je lahko zelo kaoti¢no in tezko je
vnaprej izracunati, kje se bo neka krogla nahajala v
to¢no dolocenem trenutku. S pomocjo ra¢unalnika
pa lahko izdelamo animirani model, ki nam omo-
goca opazovanje trkov krogel na pravokotni mizi
v realnem casu. To je bil tudi glavni cilj nasega
projekta.

O matematiki odboja krogle

Za¢nimo seveda z eno samo kroglo. Kot smo uvo-
doma Ze ugotovili, je odbojni kot enak vpadnemu.
To pomeni, da se sredis¢e krogle po odboju giblje
po premici, ki je zrcalna slika tiste pred odbojem
glede na pravokotnico na rob mize v dotikalis¢u.
Krogla nato nadaljuje pot do naslednjega roba, ki je
lahko zadnjemu vzporeden ali pa nanj pravokoten.

Slika 50 Odbojni zakon

Nasa biljardna miza nima lukenj. Oznacimo jo kot
pravokotnik ABCD. Naj bo a vpadni kot glede na
rob AB. Ker pa sta robova AB in CD vzporedna, je
tudi vpadni kot glede na rob CD enak a. Poglejmo,
kaj se zgodi, ko pride krogla do konca roba AB ali
CD in se ne more ve¢ odbiti od nasprotnega roba.
V tem primeru se zacne obijati od robov BC in AD.
Oznac¢imo vpadni kot glede na robova BC in AD z
B. I1zkaze se, da sta kota « in § komplementarna.

Nasa krogla se nikoli ne ustavi. Premice, po ka-
terih se premikajo krogle, zato tvorijo paralelogra-
me, z notranjimi koti 2a, 2a, 2 in 2. Dolzina di-
agonale je v vseh paralelogramih enaka, zato so ti
paralelogrami skladni.

4 1\ /2
0 ;o .\
! 7 1y ’
7 1y 7
. Ay
{

Slika 51 Skladni paralelogrami

Nekaj skrivnosti o programiranju

Cilj naSega projekta je bil torej izdelati program, ki
prikazuje gibanje krogel na biljardni mizi. Izdelali
smo ga s pomoc¢jo programskega jezika Java kot
applet, ki ga je mogoce vkljuciti na spletno stran.

Racunalniska animacija deluje podobno kot
film. Tudi v tem primeru animiramo tako, da ze-
lo hitro menjamo mnozico sli¢ic, kjer so Zoge vsa-
ki¢ nekoliko premaknjene. Ker lahko Zoge trkajo ob
rob in ob podlago, je veliko zelo podobnih situa-
cij. Zato smo pri programiranju uporabili objekte,
ki omogocajo veckratno uporabo iste kode ter na-
redijo program preglednejs$i. Osnovni uporabljeni
objekti so Zoga, Premica in Vektor.

Objekt Vektor omogoca sestevanje in odstevanje
ter zrcaljenje ¢ez nek drug Vektor. Poleg tega ga
lahko tudi prilepimo na neko Premico, in sicer ta-
ko da se x koordinata Vektorja ohrani, koordinata
Y pa se izra¢una s pomocdjo enacbe Premice. Enac-
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ba Premice se v spominu racunalnika shranjuje v
eksplicitni obliki. Omogoca rac¢unanje pravokotni-
ce in vzporednice skozi neko tocko ter racunanje
preseciséa dveh premic v obliki vektorja. Zoga je
sestavljena iz Vektorja gibanja ter Vektorja, ki opi-
suje njeno pozicijo v nekem trenutku. Ker so zoge
razli¢nih barv, vsebuje vsaka Zoga tudi ta podatek.
Njen del je tudi metoda Premakni, ki Zogo prema-
kne v smeri gibanja.

Ko se program zaZene, najprej ustvari 3 razli¢ne
Zoge, katerih parametri o poloZaju, smeri in hitro-
sti gibanja so naklju¢ni. Nato za¢ne gibanje izriso-
vati s hitrostjo priblizno 100 sli¢ic na sekundo. Na
vsaki Zogi kli¢e metodo Premakni, nato pa preveri,
ali je Zoga tréila ob steno ali pa se je zaletela v kako
drugo Zogo. Ce je Zoga tréila ob steno, eni koordi-
nati priredimo nasprotno vrednost - pomnoZzimo z
—1. Ce tréi ob levo ali desno steno, to storimo s ko-
ordinato x, v nasprotnem pa z y. Ce pa tréita med
sabo dve Zogi, je njun odboj nekoliko bolj zapleten.
Novo smer Zoge izracunamo s pomocjo vzporednic
in pravokotnic na tangento v dotikalis¢u Zog.

Slika 52 Odboj dveh krogel

52

Slike smo oblikovali v programu GeoGebra za di-
nami¢no geometrijo. Ker je odbojni kot krogle enak
vpadnemu kotu, smo si pomagali z zrcaljenji preko
premice in tudi preko tocke.

Kaj pa uporabnost?

Na$ program pa na Zzalost ni dovolj dober, da bi
lahko z njegovo pomocjo oblikovali strategijo za
igranje biljarda. Pri izdelavi programa nismo upo-
Stevali dejstva, da se krogle vrtijo tudi okoli svo-
je osi. Naso nalogo smo Se malo poenostavili, zato
smo silo trenja zanemarili in se nase krogle gibljejo
premo enakomerno. Posledi¢no program ne prika-
zuje natan¢nega gibanja biljardne krogle po biljar-
dni mizi.

Program pa lahko simulira gibanje molekul eno-
atomnega plina. Plin vedno zavzame celotno pro-
stornino posode, v kateri je. Molekule se nepresta-
no premikajo, zato prihaja do medsebojnih trkov

ATy

... in konec

Uspelo nam je ustvariti program, opazovali smo
matemati¢no ozadje odbijanja krogle na biljardni
mizi.

Biljard je zelo $iroka, na Zalost preobsirna tema,
da bi lahko v tako kratkem casu raziskali vse, kar
nas zanima. Zanimivo bi bilo poiskati nacin, kako v
n odbojih spraviti kroglo v to¢no doloceno luknjo,
ustvariti program, ki bi uposteval silo trenja, krogle
pa bi se premikale v prostoru in Se in Se.

Naucili smo uporabljati programe GeoGebra,
Eclipse in ConTgXt.



Igra 15

Blaz Peterlin, Filip Kozarski, MatjaZ Leonardis, Nino Basi¢ (mentor)

Problem
1 2 2 4 1 2 3 4
& 6 i 8 5 6 7 8
9 10 || 11 || 12 9 10 || 11 || 12
13 || 15 || 14 13 .14 .15
| |

Zacetna postavitev Iskana postavitev

Slika 53 Igralna plosca

V 70. letih 19. stoletja je sestavljalec ugank Sam
Loyd ponudil nagrado v visini 1000 $ tistemu, ki
mu uspe resiti naslednji problem:

Dana je kvadratna tabela velikosti 4 X 4. V njej
so ploscice ostevilcene s Stevili od 1 do 15, ena
celica pa je prazna. Edina dovoljena poteza je eno
od plos¢ic, ki mejijo na prazno celico, prestaviti na
prazno celico.

Poiskati je potrebno zaporedje takih potez, da
zaletno postavitev (glej sliko 53) spremenimo v po-
stavitev, ki ima po vrsti oznacena polja od 1 do 15,
zadnje polje pa je prazno (na sliki 53 desno).

V tem ¢lanku bomo predstavili kriterije, ki nam
povedo kdaj je iz neke postavitve ploscic v tabe-
li mozno doseci kon¢no razporeditev (na sliki 53
desno). Takim razporeditvam bomo rekli veljavne.
Predstavili pa bomo tudi algoritme, ki nam poisce-
jo zaporedje premikov, ki poljubno zacetno veljav-
no razporeditev pripeljejo na konéno.

O permutacijah

Permutacija 7 reda #n bo za nas bijektivna preslika-
vam:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}. Zgled za permu-
tacijo reda 5 je npr.

123 45
(3 510 4)=(13)(254).

Prvi zapis pomeni, da je n(1) =3, n(2) =5, ..., .
vsako od Stevil iz prve vrstice se preslika v Stevi-

lo iz druge vrstice, ki je v istem stolpcu. Drugi je
zapis permutacije s cikli. Ti cikli v sploSnem niso
nujno disjunktni. 71(n) izra¢unamo s pomocjo tega
zapisa tako, da najprej vzamemo zadnji cikel. Ce v
njem nastopa 7, namesto n-ja vzamemo Stevilo, ki
je na njegovi desni (ali prvo Stevilo v ciklu, e se
n nahaja na zadnjem mestu) in naredimo isto Se s
preostalimi cikli, pri ¢emer gremo od predzadnje-
ga proti prvemu. Stevilo, ki ga dobimo na koncu,
je m(n).

Vsako permutacijo je mogoce razstaviti na same
transpozicije, tj. na cikle z dolzino 2. V sploSnem
to naredimo takole:

(@1 ay a3 ... a,) = (a1 a) (a1 ay-1) ... (a1 a3) (a1 a2).
Ce je teh transpozicij sodo $tevilo, pravimo, da je
permutacija soda, sicer je liha. Parnost permutaci-
je lahko ugotovimo $e na druge nacine, denimo s
preStevanjem inverzij.

Vse permutacije reda n tvorijo simetri¢no grupo,
ki jo ozna¢imo z S,. Vse sode permutacije reda n
tvorijo podgrupo grupe S,, ki jo ozna¢imo z A,.

Bralec, ki bi si Zelel temeljito razumeti dokaze v
teoreti¢ni obravnavi Igre 15, naj si prebere kaj vec¢
o permutacijah in simetri¢nih grupah.

Resljivost

Oznacimo vse celice po vrsti s Stevili od 1 do 16.
Prav tako oznacimo vse ploscice s Stevili od 1 do
15. Prazna ploscica nosi Stevilo 16. Oznacimo z a;
ploscico, ki stoji na i-tem polju. Naj bo d minimalno
tevilo premikov, ki jih moramo opraviti, da spra-
vimo prazno ploscico na celico 16. Naj bo s stevilo
vseh takih parov (i, j), da velja i < j in a; > a;. Ce
zaporedje Stevil ploscic predstavimo kot permuta-
cijo, potem je s Stevilo inverzij, katerega parnost je
enaka parnosti permutacije. Tudi parnost $tevila ci-
klov dolZine 2 (transpozicije) v cikli¢ni predstavitvi
permutacije je enako parnosti permutacije.

Izrek. Iz neke postavitev je mozno dobiti koncno (slika
53 desno) natanko tedaj, ko je
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d+s=0 (mod?2)

Zgornji izrek bomo dokazali v dveh korakih;
najprej bomo dokazali, da na noben nac¢in ne mo-
remo dobiti postavitev, pri kateri zgornje ne bi ve-
ljalo, potem pa pokazali 8e, da vse, ki ustrezajo
zgornjemu kriteriju lahko dobimo.

Lema. Parnost stevila d + s se ohranja.

Dokaz. V vsaki potezi se lahko prazno polje pre-
makne v eni izmed smeri na sliki. Poglejmo kaj se
zgodi s parnostjo d + s. 1z slike 2 se zelo lepo vidi,
da se d z vsakim premikom spremeni parnost. Ce
zamenjamo poljubni sosednji plos¢ici (naj bosta to
a; in a;), bo novonastala permutacija ravno prejsnja
pomnoZena s ciklom (a;,a;). Torej se parnost spre-
meni tudi s. Ker se je spremenila parnost tako d
kot s, se parnost njune vsote ni spremenila. u

Ker je pri zacetni postavitvi vsota d + s soda in
vemo, da se parnost ohranja, ni dosegljiva nobe-
na postavitev, kjer je vsota d + s liha, torej tudi ne
postavitev na sliki 53 levo.

Spodaj je prilozena funkcija v Pascalu, ki preve-
ri, ali se neko postavitev da spremeniti v tisto na
sliki 53 desno.

Lema. Iz vsake sode razporeditve lahko dobimo vsako
drugo sodo razporeditev.

Sledeci dokaz je podal Aaron F. Archer leta 1999.
Dokazi, ki so jih matematiki predstavili pred njim,
so bili obseZni in komplicirani, ker se niso ozirali
na izsledke moderne algebre.

Dokaz. Kvadratke na igralni plos¢i bomo imeno-
vali celice (teh je 4 - 4 = 16), premikajoce koscke pa
ploscice (teh je 15). Ce bo celica prazna, bomo re-
kli, da je notri prazna plos¢ica. Celice ostevil¢imo v
obliki kace, kot je prikazano na sliki X. Postavitev
je bijekcija med celicami in plos¢icami (vklju¢no s
prazno plos¢ico). Na postavitvah definiramo ekvi-
valenc¢no relacijo in sicer tako, da v en ekvivalenc¢-
ni razred zdruZimo vse postavitve, ki jih dobimo s
pomikanjem prazne ploscice po ¢értkani ¢rti. Ekvi-
valen¢ne razrede bomo imenovali konfiguracije, vsa-
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ka od njih pa vsebuje 16 postavitev. Konfiguracije
bomo oznadili z [a; a, ... ai5], kar predstavlja per-
mutacijo pri tisti postavitvi, kjer je prazna plos¢ica
v celici 16 (nje same pa ne vklju¢imo v petmutaci-
jo).

S 0j,j ozna¢imo permutacijo, ki prazno ploscico
premakne z i-tega na j-to mesto (ta mora biti so-
sednje f-temu). Zanima nas, kako te permutacije
delujejo na konfugiracijah. o; ;+1 niso zanimive, saj
je oiis1 =id zan €({1,2,...,15}. Ko izlo¢imo 8e vse

odvecne inverzne permutacije, tj. 0;,; = UJT} za vse

smiselne 7 > j, nam preostane samo $e 9 zanimivih
permutacij:

01,8=(1234567)

02,7=(23456)

036 =(345)
0512=(0567891011)
06,11 = (67 89 10)

07,10 = (7 89)

09,16 = (9 10 11 12 13 14 15)
010,15 = (10 11 12 13 14)
011,14 = (11 12 13)

Ce pokazemo, da te permutacije generirajo celo
grupo Ajs, bo to pomenilo, da lahko iz katerekoli
konfiguracije dobimo katerokoli drugo konfigura-
cijo, posledi¢no lahko dobimo iz katerekoli posta-
vitve katerokoli drugo. u

Lema. Za vsak n > 3 cikli dolZine 3 generirajo A,.

Lema. Za vsak n > 3 cikli {(1 2 3),(234), ..., (n-2
n-1 n)} generirajo A,.

Lema. Cikli 01,8, 02,7, 03,6, 05,12, 06,11, 07,10, 09,16,
010,15 N 011,14 generirajo A,.

Viri

1. Aaron F. Archer: A modern treatment of the 15
Puzzle
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Funkcija, ki preveri resljivost neke postavitve pri Igri 15:

function resljiva(puzzle:array[l..4,1..4] of integer) :boolean;

var i,j,il,jl:integer;
st_parov,razdalja:integer;
begin
st_parov:=0;
razdalja:=0;
for i:= 1 to 4 do
for j:= 1 to 4 do
begin
if puzzle[i,j]=0 then razdalja:=8-i-j;
for il:=1i to 4 do
for jl:= j to 4 do
begin

if puzzlel[i,jl>puzzlel[il,j1] then st_parov:=st_parov+l;

end;
end;
resljiva:= (st_parov+razdalja) mod 2=0;
end;

Inverzija in Mobiusove transformacije
Matej Aleksandrov, David Kraljié, Nejc Rosenstein, Aleksander Simonic, Gasper Zadnik (mentor)

Uvod

August Ferdinand P. J. Mobius (1790 - 1868), nem-
§ki matematik in astronom je znan po resitvi mno-
gih matemati¢nih problemov. Njegovo pomembno
tja pa so Mobiusov trak, Mobiusova funkcija, nicel-
ni sistem ter Mobiusove transformacije.

Osnovni pojmi

Med elementarne Mobiusove transformacije priste-
vamo:

1. translacijo t,,

2. rotacijo pgy,

3. razteg ry,

4. inverzijo i.

Izmed teh stirih transformacij je $e najmanj zna-
na inverzija. To je preslikava ravnine nase, ki jo do-
lo¢a enotska krozZnica K s sredis¢em O. Pri tocki A,
ki ni srediS¢e prej omenjene kroZnice, je njena sli-
ka z inverzijo A’, tocka na poltraku OA, pri ¢emer
velja:

|OA|-10A' =1

Inverzija se od ostalih transformacij razlikuje tudi
po tem, da pri preslikavi lahko zamenja kroZnico
(v tem primeru L) in premico (p), glede na to, ali
vsebujeta sredisce O enotske kroZnice K ali ne.

objekt | slika z inverzijo
Oel premica
O¢L kroZnica
Oep premica p
O¢é¢p kroznica

Te &tiri transformacije se v kompleksni ravnini iz-
razajo na naslednji nacin:

55



z—>z+a aeC
z = z(cos P +ising) =z - Ay;
z—>z-k keR
z — 1 (glej sliko 54)

¢ € [0,2n)

Ll .

Slika 54 Kompleksna inverzija se od
geometrijske razlikuje po tem, da je ar-
gument slike nasproten argumentu ori-
ginala.

Operacije z osnovnimi transformacijami
3 P
- z—k-z— Agk-z

- zpi>/\¢zi>k/\¢z

Iz tega je razvidno, da:
p¢ork=rkop¢_

a 1
- 2% z+aS5k-z+k-a

- 25 k28 k-z+k-a
Opazimo, da je:
Tk ©Tg = Tkq O k.
S podobnimi metodami ugotovimo Se:
Pp © Ta = Tas(a) © Po
Uvedemo novo operacijo os:

(o
z—>s-z; seC.

S tem pokaZemo:

S 1
z-85-z2 > —,
S-z

i 1 91 1
z= - = —,
z sz
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ter
iogs=0101.
s
Za izpeljavo Mobiusove transformacije uporabimo

kompozitume vseh zgornjih transformacij. Pri po-
gojih s # 0; a,b,c € C dobimo

Tp OO0 010 Ty,

T i g s+bz+ab bz+c
— - = o = — = = = = =t
z z+a z+a z+a z+a +b z+a z+a’

in
T,00

o Ta
zZ—>S-zZ—>S-z+4d.

Na podlagi tega zapiSemo definicijo Mé&biusove
transformacije:

M:{f,g:C—>C

bz+c.

iz — ZE
3 zta ! a,b,c,seC}.
fiz—os-z+a

Dokazovanje grupne strukture

Za dokaz, da so Mobiusove transformacije grupa,
je treba preveriti 4 kriterije.

Na zacetku smo preverili, ¢e v njih velja asocia-
tivnost. To pomeni, da mora za vsak element a, b
in ¢ iz grupe veljati:

(@aob)oc=ao(boc).

V naSem primeru dokaz za asociativnost sledi Ze
iz asociativnosti kompozituma splosnih preslikav
C->C

Naslednji pogoj je, da mora operacija biti no-
tranja. To pomeni, da za vsak element a in b iz
mnozice transformacij mora veljati

aob=c,

kjer je tudi c iz te mnoZice.

S preprostim ra¢unom tako preverimo 4 razli¢ne
kombinacije med obema vrstama formul transfor-

macij f(z) in g(z).

Za grupo transformacij je nujno potreben obstoj
identitete, torej mora obstajati taka enota e, da za
vsak a iz te grupe velja:



aoe=eoa=a.
V nasem primeru velja, da je e(z) = z.

Vsaka transformacija (2) mora imeti svoj inverz,
oziroma mora obstajati tak element b iz mnozZice
transformacij, da je:

aob=boa=e

Z uporabo obeh osnovnih formul za Mdobiusove
transformacije izpeljemo:

fof ) =e@);
(s51(52z + a2) + a1) = s1(S2z + a2) + a1 = z;

z(s15 — 1) + (5142 + @1) = 0.

Dobimo:
1 ) a
52 = — in ay = ——
S1 1
1 a
flz) = —z- -
51
Za g(Z) = % dobimo inverz: g‘l(z) - _ffZC-

Primer uporabe inverzije

Imamo dano kroZnico ¢ s polmerom 1, ki leZi zno-
traj kroZnice a (polmer r1) in se da v kolobar med
kroznicama vértati zaporedje vecih kroznic, ki se

vse dotikajo tako kroZnice a kot tudi kroZnice c ter
se medsebojno dotikajo. Tedaj se to da narediti ne-
odvisno od izbire zacetne kroZnice v kolobarju.

Poiskati ho¢emo sredisc¢e inverzije, ki kroznici a
in ¢ preslika v koncentri¢ni kroznici. Razdaljo med
srediS¢ema kroznic oznadimo z v, med sredis¢em
enotske kroZznice z oznako k in kroZnice ¢ pa z x+7,.
Sredisce enotske kroZnice je na premici, ki povezu-
je sredis¢iain ¢, x pa se izraza kot resitev kvadratne
enacbe:

(20) - x> + (21% - 2;’% —20% + 4orp) - x +

(Zrzr% + 41’%0 —2r0% — ng) =0.

Zdaj, ko smo ugotovili koordinate sredis¢a enotske
kroznice, je preostanek naloge povsem enostaven.
Vse kar preostane, je namre¢ le preslikava kroZznic
iz kolobarja med a in c v kolobar med b in d. Ker
sta b in d koncentri¢ni, je vseeno, kje izberemo prvo
kroznico v kolobarju med njima.

Slika 55 Resitev

Viri

1. Tristan Needham (1997). Visual Complex Ana-
lysis. Oxford.
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MARSovski blog 2007

ponedeljek, 27. avgust

Medtem, ko so se ostali vrstniki v zadnjem tednu pocitnic
Ze rahlo dolgocasili, smo nekateri zbrali pogum in se odlocili
za polet na MARS. Ideja se je slisala priviacno in razbur-
ljivo — le malokdo se lahko pohvali, da je Ze bil na MARSu.
A pred odhodom pravzaprav nisem vedel, kaj lahko prica-
kujem. Se bodo tam zbrali sami geniji, ki se v prostem Casu
ukvarjajo izkljucno s Se neraziskanimi matematicnimi pro-
blemi? Ali pa bo ostalo mogoce kaj casa tudi za druZenje in
igre? Odgovor sem dobil Ze ob prvem sreCanju z drugimi
MARSovci na vlaku za Koper. (Boris)

ponedeljek, 27. avgust

Najprej smo si morali natancno ogledati teren. Z Zogo v roki
smo se podali na plaZo in se prepustili uZitku na soncu in v
vodi. LeZernim trenutkom je sledilo predavanje dr. Dragana
Marusica, na katerem smo zacutili delovni duh prihajajo-
dega tedna. Zvecer smo si ogledali izsledke prejsnjih odprav
na Mars in na spoznavnem veceru je vsak povedal kaj za-
nimivega o sebi. Hkrati smo se razdelili v skupine in se
seznanili s svojimi nalogami oziroma vsaj z njihovimi za-
pletenimi naslovi. NoC je nato radovedneZe pripeljala nazaj
na raziskovalni teren in Ceprav je bilo Ze temno, se voda
Se ni ohladila, vrtiljak nehal vrteti ali tobogan nehal drseti.
(Anja)

torek, 28. avgust

Popoldan je na MARSu pristala celo ekipa TV Slovenija, a
vecina MARSoucev se je snemanja nekoliko izogibala. Tako
so se morali zadovoljiti s posnetki zaspanih MARSovcev pri
delu z racunalniskim programom Geogebra ter tremi inter-
vjuji (od tega je bil eden kapitanov). S snemanjem so nas
pri delu motili skoraj dve uri, nastali dvominutni prispevek
pa je v dnevnih poro€ilih Sirni Sloveniji omogocil vpogled
v nase raziskovalne dogodivsCine. Zvecer nas je cakalo pre-
davanje dr. Petra Semrla, ki se je Ze drugo leto zapored na
MARS pripeljal kar z motorjem (glede vesoljskih potovanj
NASA ocitno dela iz muhe slona). Njegovo predavanje se
je koncalo z nadvse razgreto debato. (Peter)

cetrtek, 30. avgust

Zvecer sta Miha in Anja pripravila fotoreportaZo z mate-
maticne olimpijade v Vietnamu. Od dogodivscin izbranih
slovenskih mladih matematikov mi je ostalo v spominu pred-
vsem okusanje vietnamske tradicionalne pijace, v kateri so
potopljene kace. Tekmovanja Studentov v Bolgariji pa se je
udelezil nas mentor Uros. Ob njegovem duhovitem pripo-
vedovanju smo se zabavali ob prigodah iz tekmovanja in se
¢udili, da so tekmovalci bivali skupaj s sestavljalci nalog,
kar je na srednjesolski olimpijadi strogo prepovedano. Na-
zadnje nas je mentorica Katja povedla Se v Go, tisocletja
staro kitajsko igro ¢rnih in belih kamenckov, ki je mnoge
takoj navdusila. Ostali pa s(m)o kljub pozni uri z veseljem
ugotovili, da na svetu Se vedno obstajajo tudi Tarok in Ka-
tanci ... (David)
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petek, 31. avgust

Ceprav so bili nasi projekti Ze skoraj koncani, so nam nepo-
gresljivi mentorji v petek predlagali Se veliko popravkov in
izboljsav. Nacrti o popoldanskem leZanju na plaZi so tako
(namesto nas) splavali po vodi in Se ves dan smo preurejali
enacbe ter obupovali nad izginulimi slikami. A koncni po-
gled na raznobarvne plakate je vse to odtehtal, ceravno spet
ni $lo brez zapletov. Takoj, ko smo na ogled postavili svoj
plakat o Bézierjevih krivuljah, smo nasmejani ugotovili, da
smo gospodu Bézierju pripisali poklic avtomobilista name-
sto avtomobilskega inZenirja. »Luna obkroZi Zemljo v 26-ih
dneh, drZi ali ne drZi?« pa je Ze eno UroSevih vprasanj iz
kviza Male sive celice. V finalu kviza je ekipa dijakov pre-
magala mentorje in ob Cipsu in kokicah je minil zakljucni
vecer na MARSu, ne pa e tudi zadnja noc. Avtomat za
kavo si je od prihajajocega jutra precej obetal ... (Polona)

sobota, 1. september

Sobota se je zacela v polsnu s pospravljanjem nereda, ki
se je v skladu z zakonom o entropiji nakopicil Cez teden.
Pakiranje prtljage nas je malce zbudilo in v nekoliko bolj
optimalnem stanju smo se lotili Se zadnjih popravkov nasih
predstavitev. Preostali urici sta minili kot bi trenil in v pre-
davalnici so se Ze zbirali poslusalci — predvsem nasi starsi.
Po kapitanovem nagovoru in wvodni videoSpici s fanfarami
v slogu ZF filmov je vsaka skupina predstavila svoj MAR-
Souski matematicni problem, ki ga je bilo potrebno resiti
za sreen razplet vesoljske pustolovsCine. Pri tem smo bi-
li o¢itno uspesni in Cisto na koncu smo mehko pristali na
slovenski obali s sladoledom v roki. (Aljaz)

nedelja, 2. september

Potem, ko nekaj Casa Zivis v vesolju, je povratek na Zemljo
teZek. PreZivetje na MARSu je odvisno od povezanosti sku-
pine, povezave z Zemljo so pretrgane, teZko je razlociti dne-
ve od noci. Po tednu, preZivetem z matematiki (ki so posebni
ljudje), dale¢ stran, v idealnih razmerah (poleti na morju),
pa vedno pride cas, ko je treba nazaj. Zvecer doma odloZis
kovcek, izbrskas scetko, se odpravis spat (primanjkuje ti vsaj
15 ur spanja). Zbudis se opoldan, v sobi si sam in naslednji
dan te (po dolgih pocitnicah) caka Sola. A kaj hocemo — lepi
spomini ostanejo! Z navdusenjem Se nekaj casa vsem pri-
povedujes o tvojih doZivetjih in cas do naslednjega vzleta
slejkoprej mine. Se Ze veselim! (Maja)




Gremo na MARS 2008!

Ursa Pertot, Gimnazija Kranj

Predstavljaj si, da bi zadnji teden poletnih pocitnic pre-
zivel tako, da bi hodil na matemati¢na predavanja. Da
bi tezko prisluZzene pocitnice zapravil za ra¢unanje in
dokazovanje stvari, ki jih »itak nikjer v lajfu ne bo$ ra-
bu«. Travmati¢no, kajne? No, ¢e tako mislis, se hudo
motis. Kaj takega Se zdale¢ ni grozno ...

Letos je Ze tretje leto zapored v Kopru potekalo Ma-
temati¢no raziskovalno srecanje ali na kratko MARS.
Njegov namen je bil, da bi srednjeSolcem, ki imajo
radi matematiko, omogocili, da nadgradijo svoje zna-
nje, raziskujejo, dobijo vpogled v delo matematikov (ki,
verjeli ali ne, niso samo profesorji na gimnazijah), spo-
znajo nove prijatelje in seveda uZzivajo.

Kapitan poleta na MARS je bil tudi letos mag. Bo-
Stjanu Kuzman, ki se je odli¢no spoprijel z organizacijo
in pripravo strokovnega programa ter izbiro posadke.
Pri izvedbi mu je pomagala posadka studentov v se-
stavi Katja Ber¢i¢, Mojca Miklavec, Dejan Siraj, David
Gajser, Nino Basi¢, Peter Lendero, Gasper Zadnik in Ti-
ne Mezgec. Studentje so bili nasi mentorji pri pripravi
projektov, ves teden pa so tudi skrbeli, da nam nikoli
ni bilo dolgcas.

Tekom tedna so nam predavali tudi Stirje priznani
matematiki, med njimi dr. Stefko Miklavi¢ (Kode za
odkrivanje in odpravljanje napak), dr. Klavdija Kutnar
(Fulereni - kjer kemija sreta matematiko), dr. Primoz
Sparl (Prestevanje s pomodjo grup). Kot zadnji preda-
vatelj je nastopil prof. dr. Peter Semrl (Racionalna in
iracionalna $tevila: Katerih je vec?), ki se je zaradi nas v
Koper pripeljal Ze tretje leto zapored, njegovo predava-
nje pa je prislo poslusat celo nekaj bivsih MARSovcev,
ki se letosnjega MARSa sicer niso uradno udeleZili.

Nas polet na MARS se je zacel v nedeljo 24. 8. 2008,
ko smo vsi sre¢no (ve¢inoma z vlakom) prispeli v Ko-
per. Vsega skupaj se nas je zbralo 7 MARSovk in 11
MARSovcev iz vse Slovenije. Najprej so nas namestili
v Dijaskem domu, vecerji pa je sledil spoznavni ve-
Cer, imenovan Vzlet. To ni bilo klasi¢no spoznavanje
v stilu ,jaz sem ta in ta”, ampak bolj nekaksen kviz,
skozi katerega smo zvedeli nekaj o nasih nenavadnih
Zeljah, ciljih, navadah (da na primer kaksen MARSo-
vec ne mara brati, da je drugi napisal rock opero, tretji
rad gleda sinhrono plavanje, Cetrti ne poslusa hrupa
(techno, rap,...)). Uradno je sledilo spanje, neuradno
pa: no. . .druZenje:)

Naslednja dva dni smo ve¢ ali manj preziveli v pre-
davalnici in rac¢unalnici, kjer smo spoznavali lastnosti
grup in simetrije, racunali s permutacijami in izome-
trijami, malo programirali in izdelali nekaj zanimivih
matemati¢nih modelov s pomodjo programa GeoGe-
bra. Vmesni prosti ¢as pa smo zapolnili z reSevanjem

logi¢nih nalog na plaZzi (beri kopanjem), sestavljanjem
Zome konstrukcij, obiskom Centra eksperimentov, spa-
njem (treba je bilo nadoknaditi no¢i), igranjem iger go,
Sah, tarok, Risk, Katanci...

Na MARSu smo priredili celo olimpijski vecer. Kar
nekaj MARSovcev se je ze udelezilo matemati¢ne, fizi-
kalne, rac¢unalniske ali celo lingvisti¢ne olimpijade. Ob
fotografijah so nam sprosceno predstavili svoja dozive-
tja, dodatno spodbudo za raziskovanje pa smo dobili
tudi ob predstavitvi Aleksandrove raziskovalne naloge
o matematiki starih civilizacij.

Sreda je bila dan za sprostitev, saj smo odleteli v
Izolo na Veliko MARSovsko avanturo. V bistvu je bil
to nekaksen orientacijski pohod, kjer si na kontrolnih
tockah reSeval sudoku, mnozil permutacije, definiral
pojem grupa, sestavljal hisko,...Prvo mesto je za las
osvojila ekipa Moment, zato smo ji ostali naklonili en
Hala-bala poklon. Moja ekipa Bodi tocka! je s stilom
osvojila 3. mesto.

Zadnja dva dneva smo se razdelili na skupine po
3 in delali na projektih. Na izbiro smo imeli ve¢ tem
— poliedre, bilijard, uganko 15, hiperkocke, Moebiuso-
ve transformacije, meni osebno pa je bil najbolj vsec
zlati rez, katerega omenja tudi Dan Brown v Da Vin-
cijevi Sifri. Projekti so nam vzeli kar cel cetrtek (no,
eni so 8li vimes Se v kino) in petek, saj smo jih mo-
rali spisati v (za moje pojme) geekovskem jeziku Con-
TeXt. Kon¢ne izdelke si lahko pogledate na spletni stra-
ni www.mars2008.si.

V soboto smo le Se pripravljali predstavitev, imeno-
vano Pristanek, ki smo jo ob vrnitvi na Zemljo pripra-
vili za starSe. Tako kot vecina nasih aktivnosti je pred-
stavitev potekala na Fakulteti za matematiko, naravo-
slovje in informacijske tehnologije v Kopru. Po opra-
vljenem zdravniskem pregledu (ve¢ina MARSovcev je
prezivela) smo v veliki predavalnici kon¢no pozdravili
domace Zemljane. Da bi bolje razumeli nase delo, smo
jim po uvodnih fanfarah predstavili nase projekte.

Ob koncu predstavitve sta nekaj besed dodala Se
kapitan poleta Bostjan in pa predsednik DMFA Slove-
nije g. Milan Hladnik. Sledila je $e kratka pogostitev in
dolgo poslavljanje. Po celem tednu dogodivs¢in smo se
tezko locili od novih prijateljev, vendar nas je tolaZzila
misel, da se vidimo naslednje leto. Tako se je uradno
zakljucil Ze tretji MARS, vendar se naSe raziskovanje
po vesolju nadaljuje.

Upam, da ste dobili malo boljso predstavo o tem, da
obstajajo tudi nacini, ko je matematika lahko zabavna.
Verjamem, da vecina $e vedno misli, da smo obrisani,
da se prostovoljno udelezimo Cesa takega, a ¢e ne dru-
gega, je to odli¢na priloznost za sklepanje prijateljstev.
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Izvedbo programov MARS 2006, 2007 in 2008 so omogocili:
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Republike Slovenije
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