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Matematika v biologiji: 
iskanje popolnih filogenetskih dreves



 Watson in Crick (1953):
- DNK ima obliko 
  dvojne vijačnice 
- vsaka od obeh strani 
  enolično določa drugo.

Razvoj moderne biologije



 Razvoj biologije vse bolj temelji na      
uporabi matematičnih modelov in dobrih 
računalniških orodij.

 Bioinformatika:
razvijajoča se interdisciplinarna znanost,    
ki proučuje razvoj in uporabo matematičnih 
modelov in učinkovitih algoritmov za        
reševanje bioloških problemov.

Razvoj moderne biologije



 Vse vrste organizmov na Zemlji se (zelo 
počasi) razvijajo skozi čas. Temu procesu 
pravimo evolucija. 

 Eden osrednjih bioloških problemov:
Za dano množico (obstoječih) živalskih ali  
rastlinskih vrst ugotovi, kako so se razvile iz 
skupnega prednika.

Evolucija



 Tak razvoj po navadi ponazorimo s t.i. 
razvojnimi ali filogenetskimi drevesi.

 Kadar so drevesa preveč omejujoča,        
uporabimo namesto njih t.i. 
filogenetska omrežja.

Filogenetska drevesa



Za dano množico obstoječih živalskih 
ali rastlinskih vrst konstruiraj  
filogenetsko drevo, ki ponazarja razvoj 
danih vrst iz skupnega prednika.

Problem rekonstrukcije 
filogenetskih dreves:



 Primer: razvojno drevo, kot ga je leta 
1874 narisal Ernst Haeckel



Prve evolucijske študije
 Od Darwina pa vse do 60-tih let prejšnjega 

stoletja so znanstveniki ugotavljali razvojne 
relacije med vrstami na osnovi njihovih 
anatomskih in morfoloških lastnosti

 Take študije so temeljile predvsem na     
subjektivnih ocenah. 
Posledično: 
- nepopolni zaključki
- nepravilni zaključki



Modernejši pristopi
 Pred približno 40 leti sta Emile Zuckerkandl 

in Linus Pauling predlagala, da bi morala 
razvojna drevesa temeljiti na podobnostih in 
razlikah v zaporedjih nukleotidov v DNK

 Sledile so vroče razprave, ali je kaj takega 
smiselno.

 Danes pa je to osrednji pristop za študij 
evolucije.



 Rekonstrukcija filogenetskih dreves danes 
temelji predvsem na:

 Zaporedja so seveda matematični objekti.
 Pri obeh metodah so matematični modeli 

in računalniška orodja bistvenega 
pomena.

 Za ogrevanje si poglejmo dva primera!

Modernejši pristopi

 zaporedjih nukleotidov v DNK
 zaporedjih genov.



Panda: medved ali rakun?
 Skoraj sto let so bili znanstveniki v dvomih, 

kateri družini pripada veliki panda.

 Veliki pande so 
- na videz podobni medvedom, 
- imajo lastnosti, značilne za rakune 
(npr.: pande ne poznajo zimskega spanja).



Panda: medved ali rakun?

 Medtem ko je veliki panda veselo prebival v 
gozdovih Sečuana, je bil dolga desetletja 
predmet vročih razprav med biologi...

 … vse dokler ni leta 1985 skupina znanste-
vikov (Steven O'Brien in njegovi kolegi)    
rešila uganko - s pomočjo analize DNK.



Razvojno drevo medvedov in rakunov

http://bix.ucsd.edu/bioalgorithms/downloads/bookfigs/



Od kod izvira skupni prednik
vseh človeških ras?

 Približno v času, ko so znanstveniki rešili 
uganko velikega pande, pa je prišla na dan 
nova uganka. 

 Rekonstrukcija razvojnega drevesa        
človeških ras s pomočjo analize DNK je 
postavila naslednjo domnevo:
Skupni prednik vseh človeških ras je    
živel v Afriki pred približno 200.000 leti.



Od kod izvira skupni prednik
vseh človeških ras?

 Ta domneva je v nasprotju s prej veljavno 
domnevo, ki pravi, da se je človek razvil 
pred 2 milijonoma let istočasno v različnih 
delih sveta.

 Znanstveniki so sedaj zedinjeni, da je      
domneva o afriškem izvoru najverjetneje 
pravilna.



http://www.mun.ca/biology/scarr/Out_of_Africa.html

Razvojno drevo človeških ras



Kako iz zaporedij DNK 
gradimo filogenetska drevesa

 listi predstavljajo obstoječe organizme
 notranja vozlišča predstavljajo njihove 

prednike
 koren predstavlja skupnega

razvojnega prednika 
organizmov na listih



Filogenetska drevesa:
matematična definicija

(za tiste, ki ste se že srečali z grafi)

 Kot matematični objekt so filogenetska 
drevesa dvojiška drevesa 

 drevo je povezan graf brez ciklov
 drevo s korenom je dvojiško, če ima vsako 

vozlišče, ki ni list, natanko dva sinova
 drevo brez korena je dvojiško, če je vsako  

 vozlišče stopnje 1 ali 3



Filogenetska drevesa
 Obstaja več vrst filogenetskih dreves:

- s korenom ali brez njega
- dolžine povezav so pomembne ali pa ne

drevo brez korena in drevo s korenom
(narisano na dva načina)



Dve zelo enostavni 
filogenetski drevesi

(s korenom, dolžina povezav ni pomembna)



Število filogenetskih dreves

 Preštejmo, koliko je filogenetskih dreves  
(brez korena) z n listi.

 Pozor! Dreves, ki se razlikujejo le v vrstnem 
redu listov pod istim notranjim vozliščem, 
ne razlikujemo:



podobno kot pri visečih igračah



 Uganimo število in ga dokažimo z indukcijo 
na n.

 n = 3: obstaja eno samo drevo (brez kore-
na) s tremi listi:



 Iz tega drevesa lahko tvorimo drevo            
s 4 listi na 3 načine:



Število filogenetskih dreves
 Drevo z n listi lahko tvorimo iz drevesa z   

n-1 listi tako, da mu dodamo en nov list na 
eno izmed vej.

 Z indukcijo lahko pokažemo, da ima        
dvojiško drevo z n listi natanko 2n-3 vej 
(povezav).

 Torej imamo za zgornji korak  
 2(n-1)-3 = 2n-5 

možnosti.



Število filogenetskih dreves

 Ugibamo:
Za vsak n≥3 je število dvojiških dreves brez 
korena z n listi podano z izrazom

(2n-5)x(2n-7)x... x5x3.

 Dokaz: za vajo (indukcija).
 Primer:

Za n = 7: 11x9x7x5x3 = 10395
Za n = 20: več kot 2x1020 dreves



Število filogenetskih dreves

 Filogenetskih dreves brez korena je torej 
zelo veliko!

 Dreves s korenom je pa še več kot dreves 
brez korena, saj imamo na voljo še    
poljubno izbiro korenskega vozlišča.

 K sreči nam (vsaj v nekaterih primerih)       
k rekonstrukciji filogenetskih dreves          
pomagajo matematični razmisleki.



Metode rekonstrukcij
filogenetskih dreves

 Filogenetska drevesa lahko rekonstruiramo 
na več načinov:
- na osnovi poznanih oz. izračunanih       
razvojnih razdalj med danimi organizmi 
(manjša kot je razdalja med dvema organi-
zmoma, bolj sta si organizma sorodna);
- na osnovi lastnosti danih organizmov.

 Poglejmo si primer rekonstrukcije na osnovi 
lastnosti danih organizmov.



Filogenetska drevesa, 
ki temeljijo na lastnostih organizmov

 Danih je n organizmov in m numeričnih    
lastnosti kot npr.:
- število nog,
- prisotnost živčnega sistema,
- prisotnost določenega podzaporedja      
  nukleotidov v DNK,
- prisotnost določenega gena. 

 Lastnosti organizmov ponazorimo z 
matriko.



Primer: „evolucija“ avtomobila

prisotnost 
motorja

število koles

kolo 0 2

tricikel 0 3

motorno 
kolo

1 2

avtomobil 1 4



Primer: „evolucija“ avtomobila



Možna „evolucija“ avtomobila 
glede na prisotnost motorja

1 1

0

0

0

1

0

izum motorja



Možna „evolucija“ avtomobila
glede na število koles

3 4

2

2

2

3

2



Popolna filogenetska drevesa

 Popolno filogenetsko drevo je                 
filogenetsko drevo, v katerem
za vsako od m lastnosti velja, da vozlišča, 
ki imajo isto vrednost lastnosti, tvorijo 
poddrevo (povezan podgraf)

 Popolna filogenetska drevesa prikazujejo 
razvoj organizmov na posebno enostaven 
način.



1 1

0

0

0

1

0

 Od prikazanih možnih evolucij avtomobila je 
le prva popolno filogenetsko drevo!

prisotnost motorja



 Od prikazanih možnih evolucij avtomobila je 
le prva popolno filogenetsko drevo!

2 42 3

število koles



 Od prikazanih možnih evolucij avtomobila je 
le prva popolno filogenetsko drevo!

2 4

2

2

2

2

3

število koles



3 4

2

2

2

3

2

 Od prikazanih možnih evolucij avtomobila je 
le prva popolno filogenetsko drevo!

število koles



0 10 1

 Od prikazanih možnih evolucij avtomobila je 
le prva popolno filogenetsko drevo!

prisotnost motorja



0 1

?

0

?

?

1

 Od prikazanih možnih evolucij avtomobila je 
le prva popolno filogenetsko drevo!

prisotnost motorja



0 1

0

0

0

0

1

 Od prikazanih možnih evolucij avtomobila je 
le prva popolno filogenetsko drevo!

prisotnost motorja



Problem rekonstrukcije popolnih 
filogenetskih dreves

 Dana je m x n matrika.
vrstice: organizmi
stolpci: (celoštevilske) lastnosti

 Element v i-ti vrstici in j-tem stolpcu          
prikazuje vrednost j-te lastnosti, ki jo ima i-ti 
organizem.

 Problem: določi, ali obstaja popolno 
filogenetsko drevo, skladno z dano matriko!



prisotnost 
motorja

število koles

kolo 0 2
tricikel 0 3
motorno 
kolo

1 2

avtomobil 1 4

 Za to matriko popolno filogenetsko 
drevo obstaja.



Problem rekonstrukcije popolnih 
filogenetskih dreves

 V splošnem je problem težak: 
ne poznamo rešitev, ki bi bile bistveno     
boljše od preizkušanja vseh možnih dreves.

 Problem pa je enostavno rešljiv, če ima 
vsaka lastnost samo dve možni vrednosti.
 prisotnost motorja: 0/1 (0 = NE, 1 = DA)
 prisotnost določenega gena
 prisotnost določenega podzaporedja v DNK



Dvojiške lastnosti
 Predpostavimo, da skupni prednik nima   

nobene od danih lastnosti.
 Recimo, da imamo dano naslednjo matriko:

L1 L2 L3 L4 L5 L6
O1 0 0 0 0 1 0
O2 0 1 0 0 1 0
O3 0 0 1 1 0 0
O4 1 0 1 1 0 0
O5 0 0 1 0 0 1



L1 L2 L3 L4 L5 L6
O1 0 0 0 0 1 0
O2 0 1 0 0 1 0
O3 0 0 1 1 0 0
O4 1 0 1 1 0 0
O5 0 0 1 0 0 1

 Označimo z S(i) množico vseh organizmov, 
ki imajo i-to lastnost.

 S(1) = {4}, S(2) = {2}, S(3) = {3,4,5} itd.



L1 L2 L3 L4 L5 L6

O1 0 0 0 0 1 0

O2 0 1 0 0 1 0

O3 0 0 1 1 0 0

O4 1 0 1 1 0 0

O5 0 0 1 0 0 1

Izrek (Gusfield, 1991):
Za dano 0/1 matriko obstaja popolno              
filogenetsko drevo natanko tedaj, ko za vsak 
par i,j velja ena od naslednjih trditev: 

 S(i) in S(j) nimata skupnih elementov;
 S(i) vsebuje S(j); 
 S(j) vsebuje S(i).

{4} {2} {3,4,5} {3,4} {1,2} {5}



    {4}   {2}  {3,4,5} {3,4} {1,2} {5}

Z uporabo izreka se zlahka prepričamo, da za 
to matriko popolno filogenetsko drevo obstaja!

L1 L2 L3 L4 L5 L6
O1 0 0 0 0 1 0

O2 0 1 0 0 1 0

O3 0 0 1 1 0 0

O4 1 0 1 1 0 0

O5 0 0 1 0 0 1



Ta rešitev je zelo učinkovita:

 Recimo, da bi radi preverili, ali obstaja       
filogenetsko drevo za nabor 20 organizmov, 
glede na 10 različnih lastnosti.

 Število vseh možnih filogenetskih dreves z 
20 listi je ogromno (več kot 2x1020 dreves)

 Da preverimo pogoj v izreku, pa moramo  
med seboj primerjati le
10 podmnožic množice števil {1,2,...,20}.



Drevo lahko tudi rekonstruiramo

 Z malce več truda lahko popolno filogenet-
sko drevo, če obstaja, tudi učinkovito    
rekonstruiramo.

 Najprej uredimo stolpce glede na število 
enic.



postane

L1 L2 L3 L4 L5 L6
O1 0 0 0 0 1 0
O2 0 1 0 0 1 0
O3 0 0 1 1 0 0
O4 1 0 1 1 0 0
O5 0 0 1 0 0 1

L3 L4 L5 L1 L2 L6
O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1



L3 L4 L5 L1 L2 L6

O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1

Začnemo z drevesom, ki vsebuje 
le koren. Ta predstavlja množico 
vseh organizmov {1,2,3,4,5}.

{1,2,3,4,5}

 {3,4,5} {3,4} {1,2} {4} {2} {5}



L3 L4 L5 L1 L2 L6

O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1

Urejene stolpce dodajamo 
v drevo po vrsti, drugega 
za drugim.

{1,2,3,4,5}

{3,4,5}

 {3,4,5} {3,4} {1,2} {4} {2} {5}



L3 L4 L5 L1 L2 L6

O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1

Urejene stolpce dodajamo 
v drevo po vrsti, drugega 
za drugim.

{1,2,3,4,5}

{3,4,5}

{3,4}
 {3,4,5} {3,4} {1,2} {4} {2} {5}



L3 L4 L5 L1 L2 L6

O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1

Urejene stolpce dodajamo 
v drevo po vrsti, drugega 
za drugim.

{1,2,3,4,5}

{3,4,5}

{3,4}

{1,2}

 {3,4,5} {3,4} {1,2} {4} {2} {5}



L3 L4 L5 L1 L2 L6

O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1

Urejene stolpce dodajamo 
v drevo po vrsti, drugega 
za drugim.

{1,2,3,4,5}

 {3,4,5} {3,4} {1,2} {4} {2} {5}

{3,4,5}

{3,4}

{1,2}

{4}



L3 L4 L5 L1 L2 L6

O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1

Urejene stolpce dodajamo 
v drevo po vrsti, drugega 
za drugim.

{1,2,3,4,5}

 {3,4,5} {3,4} {1,2} {4} {2} {5}

{3,4,5}

{3,4}

{1,2}

{4}

{2}



L3 L4 L5 L1 L2 L6

O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1

Urejene stolpce dodajamo 
v drevo po vrsti, drugega 
za drugim.

{1,2,3,4,5}

 {3,4,5} {3,4} {1,2} {4} {2} {5}

{3,4,5}

{3,4}

{1,2}

{4}

{5} {2}



L3 L4 L5 L1 L2 L6

O1 0 0 1 0 0 0
O2 0 0 1 0 1 0
O3 1 1 0 0 0 0
O4 1 1 0 1 0 0
O5 1 0 0 0 0 1

Urejene stolpce dodajamo 
v drevo po vrsti, drugega 
za drugim.
Nazadnje dodamo še 
manjkajoče liste.

{1,2,3,4,5}

 {3,4,5} {3,4} {1,2} {4} {2} {5}

{3,4,5}

{3,4}

{1,2}

{4}

{1}{5}

{3}

{2}



Sklep
 rekonstrukcija filogenetskih dreves je eno osrednjih    

bioloških vprašanj

 obstajajo številni pristopi za rešitev tega problema, ki 
temeljijo na matematičnih metodah

 prešteli smo filogenetska drevesa (dvojiška drevesa 
brez korena) z danim številom listov 

 rekonstrukcija popolnih filogenetskih dreves je v 
splošnem težek problem

 enostavna rešitev za 0/1 lastnosti



Vprašanja?
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