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Ravninske parametri¢ne krivulje
Funkcije (ene spremenljivke) dobro poznamo:
f:la,b] = R, x— f(x).

Tocka na grafu funkcije f je

<f();)> , X €|a,b.

Kaj pa e sta obe komponenti na grafu funkciji iste
spremenljivke (parametra) t:

(;Eg) telCR.
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Predpisu
Pl SR H(t) = (X(t))
y(t)
re¢emo ravninska parametri¢na krivulja ali natanéneje
parametrizacija krivulje r.
Podobno lahko definiramo parametri¢no krivuljo v veé
dimenzijah:

r:l—RY r(t)= , deN
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Slika: Graf parametri¢ne krivulje x(t) = t3 —t + 1 in
y(t) =2t>+2za t € [-1.5,1.2] (levo) in grafa komponent (v
sredini in desno).
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Prakti¢no so najpomembnejSe parametri¢ne krivulje, katerih
komponente so polinomi:

e preprosta predstavljivost (seznam koeficientov),

e hitro ratunanje (denimo Hornerjev algoritem).
Polinome pa lahko zapisemo v razli¢nih bazah, na primer:

e standardna:

vi(x) = xjil, j=0,1,...,n,
o Newtonova:

wo(x) =1,
pi(x) = (x —x0)(x —x1) - (x —x-1), j=1,....n,

e Bernsteinova:
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Tako lahko na primer polinom
p(x) = —4x>+4x+1
zapiSemo glede na pravkar predstavljene baze kot

p(x) = —4x*>+4x+1

=1 (é) X% (1— x>0+ 3(?) x! (1 — x)??

+1 (;) x? (1 —x)*72
=1%x1-8(x —1)—4(x —1)(x — 2).
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e Vsaka baza ima svoje prednosti in pomanjkljivosti.

e Za ratunalnitko podprto geometrijsko oblikovanje (ang.
Computer Aided Geometric Design, oz. na kratko CAGD)
je pomembna predvsem Bernsteinova baza.

e Podobna podro&ja so ¢ CAD (Computer Aided Design),
CAM (Computer Aided Manufacturing), CNC (Computer
Numerical Control).
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Ravninske Bézierove krivulje

e Neodvisno jih v drugi polovici 20. stoletja razvijeta P.E.

Bézier! in P. de Casteljau?.

1pierre Etienne Bézier, 1910-1999, francoski razvojni inZenir pri
Renaultu.

2Paul de Faget de Casteljau, 1930-, francoski razvojni inZenir v
Citroénu.
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Ravninske Bézierove krivulje

Neodvisno jih v drugi polovici 20. stoletja razvijeta P.E.
Bézier! in P. de Casteljau?.

Temeljijo na Bernsteinovi bazi polinomov.

Z razvojem racunalnikov postanejo nesluteno uporabne.

Dandanes so nepogresljive v CAGD (animacije;
avtomobilska, ladijska in letalska industrija;. .. ).

Obstajajo $tevilne posplositve na ploskve in v vet
dimenzij.

1pierre Etienne Bézier, 1910-1999, francoski razvojni inZenir pri
Renaultu.
2Paul de Faget de Casteljau, 1930-, francoski razvojni inZenir v

Citroénu.
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e Izberimo zaporedje to¢k v ravnini {PJ}J'.’:O in definirajmo

b(t) = i P;B(t), te[0,1],

kjer so B/ Bernsteinovi polinomi.

e Krivulji b re¢emo ravninska Bézierova krivulja.

e Tockam {Pj}J'.'ZO pravimo kontrolne totke, poligonu, ki ga
dolo¢ajo, pa kontrolni poligon.
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Slika: Bézierova krivulja stopnje 4 (rdete) s kontrolnimi totkami
0 1 3 2 4
= o) pr= o) 2= () 7= o) 7= (5)
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Bézierove krivulje imajo za oblikovanje nekaj pomembnih
lastnosti:

e Prva in zadnja kontrolna tocka sta interpolacijski
b(0) = Py, b(1)=P,.

e Tangentna vektorja na krivuljo v zadetni in konéni tocki
sta

b(0) = n(P1 — Py), b(1)=n(P,— P.1).

e Krivulja leZi v konveksni ovojnici kontrolnih tock.
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Ce J-to kontrolno to¢ko premaknemo za vektor v, se
tocke na krivulji premaknejo za

B'(t)v.

Vsaka premica seka krivuljo kve¢jemu tolikokrat kot
kontrolni poligon.

Afine transformacije lahko izvajamo le na kotrolnih toc¢kah
(uporabno recimo v PostScriptu).
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Slika: Premica lahko seka krivuljo kve&jemu tolikokrat kot
kontrolni poligon.

19 / 54



Slika: Rotacija Bézierove krivulje za 90° okrog prve kontrolne
tocke v pozitivni smeri.
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Slika: Skaliranje Bézierove krivulje za faktor 2.
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Osnovna naloga pri Bézierovih krivuljah je ratunanje to¢k
na krivulji.

Neposredni racun je na dlani: izberemo parameter

t € [0,1] in izratunamo

b(t) = zn:Pj B/'(t).

Zal je tak nadin Casovno prezahteven in nestabilen.

Obstaja alternativa, de Casteljauov algoritem
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de Casteljauov algoritem

Oglejmo si primer: dane so kontrolne tocke

P () m=(3)- po= (3) = () 2= ()

in parameter t = 3/4.
e 1. korak: definirajmo bj-) =P;,j=0,1,2,3,4.

e 2. korak: izracunajmo
b =(1—1t)b)+tb),, j=0123,

torej

- () - () - (1) 8- ()
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e 3. korak: izratunajmo
b =(1—1t)bj +tb;,, ;=012
torej
B2 — 33/16 b — 37/16 b2 — 51/16
°\21/16) "t \ 1/2 2 \-1/2)"

e 4. korak: izracunajmo

b} =(1—t)b’+tb>,, j=0,1,

= (ayee) 2= (%1)e)

torej
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e 5. korak: izra¢unajmo
bl =(1—t)b}+tb’,, j=0,

torej

po_ (357/128
0=\ —=3/256 )

IzkaZe se, da je
b(t) = by,

Oglejmo si e grafi¢ni prikaz ra¢unanja:
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Splo3ni de Casteljauov algoritem se torej glasi:
Algoritem

Podatki: Py,Py,...,P, € R? int € 0,1].
Definirajmo: bj(-’(t) =P;,j=0,1,...,n
Ponavljajmo:

bi(t)=(1—t)b ' +tbi](t), k=12,...

Izhod: b;(t) je toctka na Bézierovi krivulji pri parametru t.
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Ponavadi vmesne tocke de Casteljauovega algoritma zapisemo
v tabelo:

b

b b

by by

L prt
B By o b B

Ce shranimo vse totke, potrebujemo tabelo dimenzije
(n+1)x(n+1) x2.

e

Ce nas zanima samo kon¢na to&ka, je dovolj tabela dimenzije
(n+1) x 2. Zakaj?
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Subdivizija

e de Casteljauov algoritem pa je veliko ve¢ kot samo naéin
izratuna tocke na krivulji.

e Vmesne totke pri de Casteljauovem algoritmu podajo
dodatno informacijo o krivulji.

e Vemo, da je b totka na krivulji, obenem pa dobimo e
kontrolne to¢ke dveh delov krivulje.

33 /54



bY b

by b

Y
by b,y -+ bI" by

Rdece totke predstavljajo kontrolne tocke dela krivulje na eni
strani tocke by, roznate pa kontrolne totke na drugi strani te

tocke.
Oglejmo si Ze znani primer krivulje s kontrolnimi to¢kami

o= (§) = (3) mo= () = (3): 7= ()

in izberimo t = 1/2.
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Povzemimo prednosti de Casteljauovega algoritma pred
racunanjem neposredno po formuli

b(t) = zn: P;B/(t), tel0,1],

Hitrejsi izrakun.

Enostavna implementacija.

Stabilnost in manjSe numeriéne napake.

Moznost izvajanja subdivizije.
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Llepki

V&asih Zelimo s krivuljo “zadeti” (interpolirati) nekaj
predpisanih tock.

To posredno lahko pomeni, da mora biti stopnja krivulje
velika.

IzkaZe se, da je to lahko teZava.

Oglejmo si primer interpolacije to¢k na krivulji

r(t) = ((1 +tt2)1) , tel[-5,5].
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Visanje stopnje polinomske krivulje ni resitev.
Interpolacijske toc¢ke radelimo na manjse skupine in jih
interpoliramo s krivuljami nizje stopnje.

Posamezne interpolacijske krivulje zlepimo—zlepki.
Poznamo veliko razli¢nih zlepkov.

Oglejmo si enega za prejsnji primer podatkov.
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Tenzorski produkt Bézierovih krivulj

e Obstaja ve¢ posplositev parametri¢nih krivulj na ploskve.

e Med najbolj preprostimi so tenzorski produkti Bézierovih
krivulj.

e Ponovno jih definiramo s kontrolnimi totkami (kontrolno
mreZo) in Bernsteinovimi polinomi.
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e Formalno jih definiramo takole:

kjer so P;, € R? kontrolne totke, ki dolotajo kontrolno
mreZo.

e /Zanje veljajo podobne lastnosti kot za Bézierove krivulje.

e Se bolj uporabne pa so trikotne krpe.
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