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1 Uvod

V vsakdanjem zivljenju se velikokrat srecamo s tezavo, ko potujemo iz enega v
drug kraj. Za izbiro poti imamo namre¢ veliko moznosti, a odlociti se moramo
le za eno, najbolj primerno. Pri tem upostevamo ve¢ dejavnikov, od razdalje,
casa, cene goriva, pa do udobja, povprecne hitrosti in sSe mnogih drugih stvari.
Pogosto izbiro najboljSe mozne poti prepustimo kar elektronskim napravam kot je
GPS, kljub temu, da nam je njih matematicno ozadje nepoznano. Odlocili smo se
raziskati algoritme, ki stojijo za tem.

Skusajmo prevesti problem iskanja najkrajse poti v matemati¢no obliko. Ce-
stno omrezje lahko uc¢inkovito ponazorimo z grafi (mnozico tock in daljic). Kraji
postanejo vozlisca, ki jih bomo v ¢lanku oznacili z V' (G), cestno omrezje pa opisemo
z mnozico povezavav E(G), ki jim dodamo tezo glede na dolzino cestne povezave
med kraji ali katero izmed drugih za odloc¢itev relevantnih koli¢in. Poljubno pove-
zavo e € E(G) bomo v nadaljevanju oznacili tudi z XY, ¢e bo povezovala vozliséi
X inY. Z d(e) oziroma d(XY') bomo oznacili tezo omenjene povezave v omrezju.
Na grafu si bomo izbrali dve vozlis¢i, zacetno S in kon¢no C'. Nas cilj pa je torej
poiskati najkrajso mozno pot med njima. Po nekaj nadebudnih zacetnih poiz-
kusih se izkaze, da je problem tezji, kot se zdi na zacetku. Namesto preverjanja
vseh moznih poti bo potrebno izbrati uc¢inkovitejso in bolj sistematic¢no resitev —
z uporabo algoritmov.

2 Belman-Fordov algoritem

V tem razdelku bomo predstavili enega najosnovnejsih algoritmov za iskanje naj-
krajse poti v grafu, ki temelji na zaporednem pregledovanju vseh povezav v grafu.
Za vsako vozliste X € V(G) bomo na posameznih korakih algoritma izracunali
vrednost d(X), ki bo predstavljala dolzino najkrajse trenutno najdene poti od S
do X. Na zacetku bomo za vrednosti nastavili d(S) = 0 in d(X) = oo pri vseh
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Slika 1: Zemljevid poti iz Velenja do Ljubljane

ostalih vozlis¢ih. Nato bomo vsaki¢, ko bomo obravnavali neko povezavo XY,
preverili, ali lahko trenutni vrednosti d(X) in d(Y') izboljsamo. To ponazorimo s
spodnjim algoritmom.

Algoritem:
d(S)=0ind(V)=o00za V # S.
Ponovi (|V(G)| — 1)-krat.

VXY € E(G)

{
Ce je d(X) > d(XY) + d(Y), nastavi d(X) = d(XY) + d(Y).
Ce je d(Y) > d(XY) + d(X), nastavi d(Y) = d(XY) + d(X).

~—

}

Zacni z V = (' in ponavljaj, dokler ne prides do V = §.
{
Poisci V-jevega soseda W, za katerega velja d(V') = d(W) 4+ d(VW). Nastavi
V=Ww.
}

Zaporedje vozlisc, ki jih pretece algoritem v zadnji zanki, predstavlja najkrajso
pot od S do C, zapisano v obratnem vrstnem redu. Ce smo pozorni, opazimo,
da je potrebno postopek preverjanja vseh povezav ponoviti (|[V(G)| — 1)-krat. V
resnici bi lahko algoritem velikokrat zakljucili Ze prej, v najslabsem primeru pa se
lahko zgodi, da ob vsakem preverjanju povezav ponastavimo le eno vrednost d(X)
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na najkrajsi poti od zacetka do cilja, le ta pa preteCe vsa vozlisca v grafu (torej
je dolzine |V (G)| — 1). Torej je stevilo operacij, potrebnih za izvedbo algoritma,
sorazmerno z produktom Stevila povezav in stevila vozlis¢. Opazimo pa lahko, da
nam algoritem ob enem poisce tudi vse ostale najkrajse poti od S do vseh ostalih
oglis¢ v grafu, kar je lahko v nekaterih primerih tudi ugodnost.

3 Dijkstrov algoritem

V nadaljevanju bomo predstavili algoritem za iskanje najkrajse poti, ki bo ¢asovno
ucinkovitejsi od Belman-Fordovega. Kot prejsnji bo tudi ta algoritem poiskal naj-
krajse razdalje od zacetnega do vseh ostalih povezav v grafu. Osnovna operacija
Dijkstrovega algoritma je sprostitev vozlisca, kar pomeni dokoncen izracun vre-
dnosti d(X), ki kot prej ponazarja dolzino trenutne najkrajse poti od S do X.
Sprostitev vozlis¢ zacnemo pri vozliséu S, trenutno vrednost najkrajse povezave
pa nastavimo za vsa njegova sosednja vozlis¢a. Nato v mnozico 7, ki predstavlja
vsa sprosc¢ena vozlisca grafa G, dodamo tisto vozlis¢e X, Cigar vrednost d(X) je
najmanjsa med vsemi nesprosc¢enimi vozlis¢i. Ob tem popravimo tudi trenutne
najkrajse poti za vse njegove nesproscene sosede. Algoritem se zakljuci, ko so v
mnozici vy vsa vozlisca.

Algoritem:
d(S)=0ind(X) =00 za X # S.
Za vse sosede X vozlisca S nastavi d(X) = d(SX).

Poisci vozlisée V € V(G) — v z najmanjSo vrednostjo d(V).

{

Za vse sosede X vozliséa V, ki niso v 7, naredi:

{
Ceje d(X) > d(V)+d(XV) nastavi d(X) = d(V) + d(XV).
Dodaj vozlisée V' v mnozico 7.

}
}

Zacni z V = C in ponavljaj, dokler ne prides do V = S.

{

Poisci V-jevega soseda W, za katerega velja d(V') = d(W) + d(VW). Nastavi
V=W.
}
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Slika 2: Primer Dijkstrovega algoritma

Opazimo, da je zadnja zanka algoritma enaka tisti v Belman-Fordovem algo-
ritmu. Torej tudi tokrat konstruiramo zaporedje najkrajse poti v obratnem vr-
stnem redu. Vendar pa se tokrat zdi pravilnost predstavljenega algoritma nekoliko
tezje razumljiva, zato bomo dodali tudi dokaz.

Dokaz. Trdimo, da je v trenutku, ko sprostimo vozlis¢e V', vrednost d(V') enaka
dolzini najkrajSe poti od S do V. Denimo, da to ni res in obstaja krajsa pot od
S do V, ki pa bo morala uporabiti vsaj vozlis¢e X, ki ni v 7. Tedaj obstajajo
vozliséa Vi, Vo, ..., V,,,m >0, da je

A(V) > d(X) + d(X, Vi) +d(Vi, Vo) + ...+ d(Vy, V).

Vendar pa od tod sledi, da je d(V') > d(X). Tako pridemo do protislovja, saj smo
predpostavili, da zelimo sprostiti vozlis¢e V. To pomeni, da ima V med vsemi
vozliséi, ki niso v 7, najnizjo vrednosti d(V'). O
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4 Algoritem A*

V prejsnjih dveh algoritih smo ob najkrajsi poti med vozliséi S in C' poiskali
tudi vse ostale najkrajse povezave do vozlisca S v grafu. Ta podatek je pogo-
sto odve¢. V primeru, da iS¢emo pot v nek dolocen kraj, bi Zeleli, da bo le-ta v
algoritmu obravnavan ¢im prej in lahko nato algoritem zaustavimo. Za to upora-
bimo postopek, podoben Dijkstrovem algoritmu, vendar pri dolocanju naslednjega
obravnavanega vozlis¢a odlocamo s pomocjo hevristicnih ocen. Le-te predstavljajo
spodnjo mejo za najkrajso pot od trenutnega vozlis¢a X do cilja C'. Vsota trenu-
tne najkrajse poti d(X) in hevristi¢ne ocene h(X) nam tako poda oceno, koliko
bi lahko znasala najkrajsa pot od S do C, ki tec¢e preko vozlis¢a X. V algoritmu
torej sprostimo vozlisce z najnizjo vsoto.

Ce pozorno spremljamo algoritem, opazimo, da zaradi spremenjenega kljuca
dolocanja vrstnega reda v primerjavi z Dijkstrovim algoritmom ne moremo za-
gotoviti, da bodo imela sproséena vozlis¢a ze dolo¢eno najkrajSo mozno pot do
vozlisca S. Tako se moramo bodisi odlociti, da bomo vozlisc¢a pregledovali veckrat
ali pa se sprijaznimo, da bomo na uc¢inkovit nac¢in nasli pot, ki morebiti ne bo
opitmalna. Kljub vsemu lahko v nekaterih posebnih primerih zagotovimo tudi
optimalnost najdene poti. To je res, ko so hevristicne ocene vozliS¢ konsistentne.
To pomeni, da mora veljati

hX) <d(XY)+ h(Y)

za vsa sosednja si vozlisca X, Y. Dokaz te lastnosti prepus¢amo bralcu, ki si lahko
pomaga s tistim v primeru Dijkstrinega algoritma.

d = zracna razdalja med X in Y

h(X) < (Y) +d < h(Y) + d(XY)

Slika 3: Ponazoritev konsistentnosti hevristi¢ne ocene z uporabo zracne razdalje

Ce se sedaj vrnemo k zacetnemu problemu iskanja najkrajse poti med dvema
krajema v omrezju cestnih povezav, je algoritem A* prava izbira. Za hevristicne
ocene vozlis¢ lahko izberemo zrac¢ne razdalje med kraji, ki so zagotovo manjse od
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dolzin cestnih povezav med njimi. Hkrati pa so, zaradi trikotniske neenakosti, te
hevristi¢ne ocene tudi konsistentne
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