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Riemannova zeta funkcija ni pomembna samo v matemati¢ni analizi, temvec
igra tudi osrednjo vlogo v dokazu slavnega prastevilskega izreka. V projektu bomo
pokazali, kako je povezana s prastevili preko t.i. Eulerjevega produkta in s tem
nakazali moznost uporabe analize pri prouc¢evanju lastnosti prastevil.

1 Riemannova zeta funkcija

Ena izmed najbolj poznanih, najbolj raziskovanih in najbolj razvpitih funkcij je
Reimannova zeta funkcija. Ime je dobila po pomembnem nemskem matematiku,
katerega prispevki so bili klju¢ni za razvoj raznih vej matematike, na primer analize
in diferencialne geometrije. Da bi lahko razumeli Rimmanovo zeta funkcijo, pa si
moramo najprej ogledati pojme neskonc¢nih vrst in konvergence.

Definicija 1. Imamo neskonc¢no Stevilsko vrsto >.>° , a,, kjer je ay,aq,...an,..
zaporedje realnih Stevil. Izraz oblike S,, = Y }_; a; imenujemo n-ta delna vsota
vrste. Vrsta je konvergentna, kadar konvergira zaporedje njenih delnih vsot. To
pomeni, da obstaja tak S € R, da velja lim,, .., S, = S. Ce vrsta ni konvergentna,
pravimo, da divergira.

Opomba: Ostanek vrste, R, = |S, — S| je enak kakor | Y222, ., ax|. Iz definicije
limite sledi, da ostanek konvergentne vrste konvergira proti nic, lim,, ., R,, = 0.

Riemannova zeta funkcija je neskonc¢na vrsta oblike:
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Spada med vrste s pozitivnimi ¢leni, zato je njeno zaporedje delnih vsot narasc¢ajoce.
Za dokazovanje njene konvergence bomo uporabili naslednji izrek, ki ga pa ne bomo
dokazali.

Izrek 1. Vrsta >°07, a, z nenegativnimi cleni konvergira natanko tedaj, ko je za-
poredje njenih delnih vsot navzgor omejeno.
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1.1 Konvergenca in divergenca ((s)

Izrek 2. ((s) konvergira za s > 1 in divergira za s < 1.

Dokaz. e s=11

c(1)—i1—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+ Ly
S 4Z=n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 7
N——
>%=3 >§=3 >16=3
S
St gt
>2—1

Opazimo, da zaporedje delnih vsot ne more biti navzgor omejeno, torej vrsta
divergira.

e s <1V tem primeru Velja = > L torej za vsak k velja YF_, == >k =
Ker delne vsote harmonlcne Vrste niso navzgor omejene, sledi, da tudi delne

vsote vrste > °° ; -~ niso navzgor omejene in vrsta divergira.
e s>1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Z— st st e Te TatgTe Tt
1 1
‘(2k71)3+”'+m+.”
< 1

(25— 1)k—1

Torej je poljubna delna vsota manjsa od stevila
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za neki r. To Stevilo je vedno manjse od stevila
1
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Torej so delne vsote vrste navzgor omejene in je vrsta konvergentna.

ITaki vrsti pravimo tudi harmoni¢na vrsta.
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2 FEulerjev produkt

Eulerjev produkt je neskonc¢en produkt, ki ga bomo skusali povezati z Reimannovo
zeta funkcijo.

Definicija 2. Eulerjev produkt definiramo kot

1
H T o S € R,
peP 1 - p
kjer je IP mnozica prastevil.
Definicija 3. Neskoncen produkt [[77; u, = uy - us - us - ... je konvergenten, ce je

konvergentno zaporedje njegovih delnih produktov?
Pn: Hukzul-w-u;;-...-un.
k=1
Produkti s pozitivnimi ¢leni imajo Se posebno lepe lastnosti. Oglejmo si eno izmed
njih.

Izrek 3. Produkt TI(1 + a,) s pozitivnimi realnimi cleni a, konvergira natanko
tedaj, ko konvergira vrsta Y a,.

Lema 1. e* > 1+4+2x; x> 0.

1+z

7

Slika 1: Ilustrativni prikaz Leme 1

2(Ce imamo konéno $tevilo nicel, jih izpustimo.
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Dokaz. (=) Privzamemo da je zaporedje delnih produktov konvergentno. Zaradi
pozitivnosti clenov lahko zapisemo:

P, = (14a1)-(14a2)-(14a3)-... (14+a,) = 1+a+as+asz+...a,+a;-ay+... > S,

Ker zaporedje delnih produktov konvergira, obstaja tak M, da velja M > P, za
vsak n € N. Ker velja P, > §,, velja tudi M > §,, in je vrsta omejena. Iz izreka
1 sledi, da je vrsta konvergentna.

(<) Nasa predpostavka je konvergenca vrste 3 a,. Torej obstaja tak M’ da velja
M' > S, za vsak n. Zaradi leme 1 velja 1 + a,, < e za vsak a,,.

Po=04+a) (14a3) - (14+as)-...(1+a,) <ertototfan _ o5

Ker je funkcija e® narastajoca, velja: P, < e < eM'. Ker je zaporedje del-
nih produktov omejeno, je konvergentno. Iz definicije sledi, da je tudi produkt

konvergenten. O

S pomocjo prejsnjega izreka lahko zdaj dokazemo konvergenco Eulerjevega pro-
dukta.

Izrek 4. Eulerjev produkt za s > 1 konvergira.

Dokaz.
I IRy
» L—p7° p ps—1
Za vsako prastevilo p velja:
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Delne vsote vrste -, zﬁ’ ki ima pozitivne ¢lene, so omejene, torej je vrsta kon-
vergentna. Po izreku 3 je s tem konvergenten tudi Eulerjev produkt. O

3 Povezava zeta funkcije in Eulerjevega produkta

Leta 1737 je Euler objavil clanek Variae Observationes Circa Series Infinitas, v
katerem je funkcijo, ki jo danes poznamo kot Riemannovo zeta funkcijo, primerjal
z Eulerjevim produktom. Prav ta povezava je odprla nova vrata v teoriji stevil in
mnogih drugih vejah matematike. Zapisimo jo v naslednjem izreku.
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Izrek 5. Zeta funkcija in Eulerjev produkt imata za vsak s > 1 enaki vrednosti.

Dokaz. Pri dokazu uporabimo osnovni izrek aritmetike in izrek o mnozenju vrst.
Vsak ¢len Eulerjevega produkta lahko razvijemo v geometrijsko vrsto:
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Dobljena vrsta je podvrsta ((s) in vsebuje vse tiste ¢lene, katerih faktorizacija
imenovalca vsebuje samo prastevila, manjsa od N. Prvi del desne strani enacbe
(2) je posledica dejstva, da je vsa naravna Stevila med 1 in N mogoce faktorizirati
le na prastevila iz tega obmocja. Znak ”/"pa oznacuje, da ne sestevamo vseh clenov
te vrste. Iz (2) sledi:
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Na desni strani neenakosti imamo ostanek vrste, za katero po izreku 2 vemo, da
je konvergentna. Zato je njen ostanek poljubno majhen, ko gre N — oc. O

4 Zakljucek

Za konec pa si poglejmo Se nekaj posledic Eulerjevega produkta, da prikazemo
njegov pomen v teoriji stevil.

4.1 Divergenca Z%

Enacbo (2) napiSemo za s = 1:

Od tod sledi:
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Za vsoto harmonicne vrste vemo, da divergira, torej divergirajo tudi delni produkti
na desni strani neenacaja, zato Eulerjev produkt pri s = 1 divergira.

1

=T

Zaradi izreka 3 divergira tudi vrsta ) p%l. Ker za vsako prastevilo p velja p%l <
3 - %, je vrsta Z% divergentna.

4.2 Verjetnost

Izracunajmo, koliksna je verjetnost, da sta si dve naklju¢no izbrani stevili tuji
(nimata nobenega skupnega prafaktorja). Izberimo prastevilo p,. Verjetnost, da
je neko stevilo deljivo s p, je pi (pri deljenju s p, je namre¢ moznih ravno p,

n

ostankov). Za dve poljubni naravni Stevili je mozno, da je s p, deljivo eno, obe ali

nobeno izmed njiju. Verjetnost, da sta s p, deljivi obe, je ravno %. Verjetnost,

da nista obe hkrati deljivi s p, pa je 1 — p%. Vsa prastevila so si med seboj tuja,
zato je verjetnost (), da sta si dve nakljuc¢no izbrani stevili tuji, enaka
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