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Raziskali smo algebrsko strukturo mnoZice vseh strogo narascajocih zaporedij naravnih
stevil s sestevanjem po clenih in nenavadnim mmnoZenjem.

1 Uvod

Kot ena izmed studentskih skupin na MaRSu smo se ukvarjali z vprasanji, povezanimi s snovjo prvega
letnika studija matematike. Zato bomo najprej na kratko razlozili nekaj pojmov, ki ve¢ini srednjesolcev
morda niso povsem domaci, so pa pomembni pri nasem raziskovanju.

Pri projektu smo poskusili dolo¢iti algebrsko strukturo mnozice N = {neskon¢ne podmnozice N} =
{narasc¢ajoca zaporedja naravnih Stevil}. Zaporedje bomo oznacevali z (ay)n, kjer je a, splosni clen
zaporedja. Najbolj znane algebrske strukture so grupoid, za katerega je potrebna le zaprtost operacije,
polgrupa, kar je asociativni grupoid, monoid, to je polgrupa z enoto ter grupa, ¢e ima vsak element
Se inverz. Komutativni grupi pa pravimo Abelova grupa.

Pri pisanju projekta smo pogosto uporabili tudi vrste, o katerih si lahko ve¢ preberete v enem od
naslednjih poglavij.

2 Opis problema

Raziskovali smo lastnosti dveh operacij, definiranih na mnozici
N = {neskon¢ne podmnozice N} = {narascajoca zaporedja naravnih Stevil},
s predpisoma:

e za sestevanje:
+: NXxN—=N

(an)n + (bn)n = (an + bn)n

e za mnozenje:
x: NXN—=N

(an)n * (bn)n = (ap, )n

in poskusali ugotoviti, katero algebrsko strukturo dobimo z njihovo vpeljavo na mnozico N. V drugem
delu projekta pa smo mnozico N razdelili na disjunktno unijo dveh mnozic K in D oblike

1
K =<{a,|neN} e N | Z—<oo ,

neN n

1
D= <{{ay|neN} e N | Za—:oo

neN ="

in ugotavljali, kako je K II D (disjunktna unija) "usklajena” z danima operacijama.
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3 Vrste

Vrsta ), cn @n z nenegativnimi ¢leni konvergira, ¢e je zaporedje njenih delnih vsot navzgor omejeno.
Ce vrsta ne konvergira, pravimo, da je divergentna.

Spoznajmo sedaj najbolj znani primer divergentne vrste - harmoni¢no vrsto.

Zl—1+1+1+1+
n o 2 3 4 7
neN

Vzemimo harmoniéno vrsto brez prvih dveh ¢lenov. Vsota prvih dveh ¢lenov nove vrste preseze i

5-
Sestejmo naslednje stiri ¢lene in njihova vsota je prav tako vecja od % Sedaj seStejemo naslednjih
osem, nato naslednjih Sestnajst in tako nadaljujemo. Vidimo da vsota vedno preseze % (neskonéno
krat). Sledi, da delne vsote vrste ne morejo biti navzgor omejene, torej vrsta ZneN% divergira. Ta

izsledek nam bo kasneje pomagal poiskati zanimiv primer divergentne vrste.

4 Lastnosti operacij

e Sestevanje

— asociativnost
((an)n + (bn)n) + (cn)n (@n + bn)n + (cn)n
= (an+bn+ca)n
= (an)n + (bn +cn)n
= (an)n + ((bn)n + (cn)n)
— komutativnost

Sestevanje nima enote in posleditno ne inverza. Iz predpisa operacije vidimo, da bi bila
edina mozna enota zaporedje sestavljeno iz samih nicel, ki pa ni element nase mnozice N,
saj 0 ni element naravnih stevil.

e Mnozenje
— asociativnost
((an)n * (bn)n) * (cn)n = (ap, )n * (cn)n = (abcn)n =
= (an)n * (b, )n = (@n)n * ((bn)n * (cn)n)
— komutativnost
(an)n * (bp)n = (ab, )n
(bn)n * (@n)n = (ba,)n
Zanima nas ali je (ap,, )n enako (bg,, )n. Hitro lahko najdemo protiprimer. Za (ay,), vzemimo
zaporedje vseh lihih Stevil, za (b,), pa zaporedje vseh sodih stevil. Dobimo (ap,)n, =
{3,7,11,15,19,...} in (b, )n = {2,6,10, 14,18, ...}, torej razlicni mnozici.

— enota
Za mnoZenje smo poiskali enoto (e )n, ki je zaporedje vseh naravnih Stevil.

(en)n * (an)n = (an)n

Enakost velja, saj nam predpis za mnozenje pove, naj vzamemo a,-ti clen zaporedja (e )n,
ki je enak vrednosti ¢lena a,, torej spet dobimo zaporedje (a,),. Naslednja enakost

(an)n * (en)n = (an)n

pa velja, saj (an)n * (en)n pomeni, naj vzamemo vse ¢lene zaporedja (an)np.
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— tnverz
Zanimalo nas je ali za vsako zaporedje (a,), € N obstaja taksno zaporedje (b,), € N, da
velja:
(an)n * (bn)n = (bn)n * (an)n = (en)n

Vzemimo sedaj zaporedje (an)n # (€n)n. OCitno ne obstaja taksno zaporedje (by,)n, da bi
veljala zgornja enakost, saj Ce vzamemo b,-te Clene zaporedja (a,),, ne moremo dobiti
zaporedja vseh naravnih stevil. (an)n * (by)n je vedno podzaporedje (ap ).

¢ Distributivnost

— leva distributivnost
(an)n * ((bn)n + (cn)n) = (an)n * (bn + cn)n = (a(bn+cn))n

(an)n * (bn)n + (an)n * (Cn)n = (abn)n + (acn)n = (abn + acn)na

kar oCitno ni enako, ¢e vzamemo za zaporedje (a,), zaporedje lihih Stevil. Cleni v zgornji
vrstici so lihi, spodaj pa sodi. Operaciji torej nista povezani z levo distributivnostjo.

— desna distributivnost
((an)n + (bn)n) * (cn)n = (an + bn)n * (cn)n = (an + bn)e, = (ac, + be, )n

(an)n * (cn)n + (bn)n * (cn)n = (ac, )n + (be, )n = (ac, + be, )n

Desna distributivnost torej velja.

5 Izreki

Po dokazanih lastnostih mnozice N smo se lotili preverjanja usklajenosti mnozic K in D z operacijama
in odkrili, da za sestevanje velja:

Izrek 1. Ce (an)n € KA (bp)n € N = (an +bn)n € K.

Dokaz. Naj bo (ay), € K. Potem velja, da vrsta Y, cy é konvergira. Vzemimo poljubno zaporedje
b, € K. Velja:

pri tem smo uporabili zgoraj definirano sestevanje. Neenakost sledi iz dejstva, da so v zaporedjih (ay)n
in (by)n zgolj naravna Stevila, kar pomeni, da je a, < a, +b, Vn € N, torej je i > an‘li’bn Vn € N.

Ker je vrsta ), cy i konvergentna, je po primerjalnem kriteriju konvergentna tudi vrsta >, oy ﬁ.

1 < 1
an + by,

M
neN Gn

Izkaze se, da izreka tega tipa ne moremo zapisati za primer, ko seStevamo poljubni zaporedji iz D, saj
lahko pri tem dobimo tako zaporedje iz K kot tudi iz D. Konstruirali smo primera za obe moznosti:

o (ap)n € DA (bp)n € D, (an+bp)p €D :

Naj bosta (an)n in (bn)n kar zaporedji vseh naravnih stevil. Tvorimo harmoniéni vrsti ), < i

. 1 .. v, s . 1 1 1
In > nen g, ko zaporedji sestejemo pa tvorimo vrsto Y ,en o5 = 2oneN 54, = 2oneN 35 =

% Y neN %, za katero ze vemo, da divergira.

o (an)n € DA (bp)n € D, (an+bp)n € K :
Vzemimo najprej geometrijsko vrsto >, oy é =D neN %, pri ¢emer naj bo a, + b, = ¢, za vsak
n. Ta vrsta konvergira. Sedaj po ¢lenih konstruirajmo divergentni vrsti ), i in ey bi" na
naslednji na¢in. Prvi ¢len zaporedja (c,), je 2. Za a; vzamemo 1 in tako dolo¢imo prvi ¢len
zaporedja (by)n, ki je enak ¢; —a; = 1. Clen ¢ = 4 in sedaj vzamemo za as = 2. Z odstevanjem
dobimo by = 2. Tretji ¢len zaporedja (¢, )y je enak 8, za ag vzamemo 3 in dolo¢imo by = 5. Clene
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zaporedja (cp,), poznamo, za ¢lene zaporedja (a,), jemljemo zaporedna naravna Stevila, dokler
vsota recipro¢nih vrednosti zaporedja ne preseze 1 (to se zmeraj zgodi, saj seStevamo zaporedne
¢lene harmonic¢ne vrste, ki divergira), ¢lene zaporedja (by,), pa dobimo z odstevanjem. Ko vsota
recipro¢nih vrednosti zaporedja (ay,), preseze 1, pogledamo ¢len zaporedja (by,), in ga ozna¢imo
z b. Sedaj za ¢lene zaporedja (by,), jemljemo zaporedna naravna Stevila, veéja od b, dokler ne
presezemo 1, in ¢lene zaporedja (ay), dobimo z odstevanjem ¢lenov zaporedja (by,), od (¢n)n.
Nadaljujemo s postopkom. Na koncu dobimo vrsti oblike:
1 1 1 1 1 1 1 1

1
=l oo bt —— ...
2. ety Tt T3 T ot

neN ="
T SV S SR S S S S O
g by 2 5 12 13 14 15 16 271 7

Za mnozenje pa velja:
Izrek 2. Ce (an)n € K A (bp)p € N = (ap % by)p € K.

Dokaz. Ce imamo neko konvergentno vrsto in izmed vseh ¢lenov te vrste izberemo samo nekatere
ter jih sestejemo, je vsota kvecjemu manjsa, kot vsota zacetne konvergentne vrste, torej je zagotovo
kon¢na. Vrsta iz novodobljenega zaporedja torej zagotovo konvergira. ]

Izrek 3. Ce (an)n € DA (bp)n € K = (an *by)n € K.

Dokaz. Najbo ), cn i harmonicna vrsta in naj bo >, oy b% poljubna konvergentna vrsta. Zmnozimo
sedaj (an)n * (by)n in tvorimo vrsto iz ¢lenov dobljenega zaporedja. Ker je zaporedje vseh naravnih
stevil, iz katerega tvorimo harmonicno vrsto, enota za mnozenje, je vrsta tvorjena iz ¢lenov dobljenega
zaporedja spet konvergentna. Vzemimo sedaj poljubno zaporedje (¢,), iz D. Vidimo, da je i >

1 .y . 1 1 . .
o Vn €N, iz Cesar sledi ), ey o5 < Donen g55,» torej vrsta konvergira. O

Prav tako ne moremo podobnega izreka zapisati za zaporedij vsebovanih v D. Nasli smo primera, kjer
je:

o (an)n € DA (bn)n € D, (an *bp)n € D : 5
Naj bo 3,en i harmoni¢na vrsta, torej zaporedje (ay), enota. Ce to zaporedje zmnozimo z
zaporedjem (by,), in iz dobljenega zmnozka tvorimo vrsto, dobimo Y-, oy é, ki divergira.

o (an)n € DA (bp)n € D, (an *bp)y € K :
Spomnimo se spet divergentnih vrst, prikazanih v izreku 2. 7 malo razmisleka vidimo, da
> neN ﬁ < Y oneN 2% + 1, kar je geometrijska vrsta, torej konvergira. Natancénejsi dokaz
prepuscamo bralcu.

6 Zakljucek

Ugotovili smo, da je dana mnozica N za naso operacijo seStevanja komutativna polgrupa, za mnozenje
pa je polgrupa z enoto. Za ti operaciji velja tudi desna distributivnost. Torej je IV s tema operacijama
sestevanja in mnozenja desno distributivni skoraj kolobar brez aditivne enote.



