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Matematicna struktura je mnoZica skupaj s povezanimi objekti. Interpretirali smo particijo
mnoZzice kot matematicno strukturo in si ogledali grafe in grupe ter funkcije, ki ohranjajo
doloceno matematicno strukturo. Nasi primeri so povezani s simetricno grupo Sy in njeno
vizualizacijo.

1 Uvod

Matematic¢na struktura je mnozica skupaj z matemati¢nimi objekti, povezanimi z njo. Najprej bomo
osvezili nase znanje o mnozicah in interpretirali particijo mnozice kot matemati¢no strukturo, potem
pa si bomo ogledali grafe in grupe. Zanimalo nas bo tudi, kaksne funkcije med mnozicam ohranjajo
doloceno matematicno strukturo. Zato bomo preucevali pare

Matemati¢éna struktura

(mnozica, objekti)

| Preslikava |

‘ ohranja strukturo ‘

Nasi primeri bodo povezani s simetricno grupo S, in nas cilj je opisati njen videz.

2 Mnozice

Mnozica je osnovni matemati¢ni pojem. Ponavadi si jo predstavljamo kot zbirko objektov, kjer so
objekti lahko karkoli, na primer tudi mnozice so lahko objekti v neki drugi mnozici. Objektom mnozice
reCemo elementi mnozice.

Primer. Oglejmo si mnozico M udelezencev MARSa. Njeni elementi so vsi Marsovci in Marsovke.
Zapisemo jo lahko kot

M={Nino, Aleks, Vesna, Nik, ..., Neza, Jan Martin}

Stevilu elementov mnozice A re¢emo mo¢ mnozice in jo oznac¢imo z |A|. Na primer |M| = 39.

Funkcija f, ki slika mnozico A v mnozico B vsakemu elementu a mnozice A priredi element b = f(a)
mnozice B. Ponavadi piSemo
f:A— B, a— b= f(a).

Funkcija f: A — B je injektivna, ¢e za vsaka aj,ay € A velja: ¢e je f(a1) = f(az2), potem je a1 = as.
Funkcija f: A — B je surjektivna, ¢e za vsak b € B obstaja a € A tako da je b = f(a). Funkcija
f: A — B je bijektivna, ¢e je injektivna in surjektivna.

Opazke. (i) Ce je B konéna in f injektivna, potem je f bijektivna.

(ii) Ce je A konéna in f surjektivna, potem je f bijektivna.
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(iii) Ce obstaja bijekcija f: A — B, imata mnozici 4 in B enako mo¢.

Opazimo, da smo dobili prvi par, ki ga ze dobro poznamo:

(X, [X])
mo¢ mnozice
f: X —>Y

f bijekcija

Koncne bijekcije

Oznacimo
sp=141,2,...,n}.

Ce je f: sp — sy bijekcija, slika 1 v i, enega izmed n elementov s,. Elemente {2,...,n} pa slika v
n — 1 preostalih elementov mnozice s, \ {i}, zato je bijekcija na n — 1 tockah. Torej je

15| = | Sn_1| = n!

Oznacimo Se

Sp = {f|f:sn— sn je bijekcija}

= {(flz Sp = Sn), (fo: sp = Sp),y .oy (frr: sn—>sn)}

Particije mnozice <= Ekvivalené¢ne relacije

Particija mnozice A je razdelitev mnozice na ve¢ disjunktnih podmnozic, katerih unija je mnozica A.
Soroden pojem lahko definiramo tudi za naravna Stevila.

Particija pozitivnega Stevila je zapis tega Stevila kot vsota padajoCih naravnih stevil. Particija
stevila n je torej

k
n=> ma,
=1

kjer so m; in a; naravna stevila in je a1 > a2 > ... ag.
Primer (Particije stevila 5).

5 =4+1 =342 =3+1+1 =242+4+1 =24+1+1+1=1+1+1+4+1+1
1-5=1-441-1=1-3+1-2=1-3+2-1=2-241-1=1-24+3-1 =5-1

Opazka. Naj bo A mnozica moci n. Potem nam moci disjunktnih podmnozic dajo particijo stevila n.

Definicija. Relacija R med elementi mnozice A je podmnozica mnozice A x A. Ce je (ay,as) € R,
recemo, da je aj v relaciji z as in piSemo a1 ~ as. Relacija R je refleksivna, e je vsak a € A v relaciji
sam s seboj, to je a ~ a. Relacija R je simetriéna, ¢e za vsak par ai,as € A velja: ¢e je a1 ~ ag, je
tudi as ~ a1. Relacija R je tranzitivna, ¢e za vsake tri ay,a9,a3 € A velja: ¢e je a1 ~ as in as ~ ag,
potem je tudi a; ~ as. Relacija R je ekvivalenc¢na, ce je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna.

Lema. Fkvivalencna relacija R razdeli mnoZico A na disjunktne podmnoZice
la]={bealb~a}

PodmnoZzici [a] recemo ekvivalenéni razred elementa a.
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Dokaz. Zaradi refleksivnosti = € [z] za vsak z € A, torej moramo samo dokazati, da za vsaka x in y
velja ali [z] = [y] ali [z] N [y] = 0. Recimo, da z € [z]N[y]. Potem 2 ~ ziny~ z,0z. . ~2zinz~y
(simetri¢nost) in x ~ y (tranzitivnost). Zato je tudi y € [z]. Potem za vsak Yw € [z] velja w ~ = in
x ~ y , kar zaradi tranzitivnosti da w ~ y. Poleg tega za vsak Vt € [y| velja t ~ y in y ~ x , kar
zaradi tranzitivnosti da ¢ ~ x. Dobimo

[z] C [y] C [,
kar pomeni, da je [x] = [y], zato smo koncali. O

Ogledali si bomo dve zanimivi matemati¢ni strukturi, graf in grupo. Videli bomo, da S,, skupaj s
kompozicijo funkcij tvori grupo, informacije o grafih bijekcij pa nam bodo povedale veliko o 5.

3 Graf

Primeri. (i) Graf C, cikla dolzine n. Tocke: {1,2,3,...,n}. Povezave: {1 — 2,2 — 3,...,(n —

1) - n,n— 1}

Cs C3

(ii) Graf particije n = Y-F | m,a; je graf, sestavljen za vsak k iz m; ciklov dolzine a;.

7
3 <
Particija p:
/\ 9=3+4+2
> b :

1 2

C 1 C'4 05

A4




4 MARS 2011

(iii) Naj bo f € S,,. Graf funkcije f je usmerjen graf s tockami {1,2,...,n} in usmerjenimi poveza-
vami (7, f(i)) za vse i € {1,2,...,n}.

Funkcija f,

(12345675809
P~\6 789215 4 3

Graf funkcije f,

Lema. Graf katerekoli bijekcije f € Sy, je izomorfen enemu izmed grafov particije Stevila n.

Dokaz. Oglejmo si n + 1 elementov

L (L), f(F(1) = f2(1),.... f"(1)

Ker je f € S,, imamo samo n moznosti za f¥(1), zato morata biti vsaj dva izmed elementov
1, f(1),..., f™(1) enaka. Naj bo a najmanjsi tak, da je

Ce bi bil a vedji od 1, bi dobili povezavi (fo1(1), f4(1)) in (f*~1(1), f2(1) = fo(1)), z fo= # fo-1,
kar je protislovje, saj je f bijektivna. Zato je a = 1 in smo dobili cikel, v katerem lezi 1.

Ponovimo postopek za najmanjsi ¢, ki ni v ciklu, v katerem lezi 1, in nadaljujemo dokler nam ne
zmanjka tock. Dobimo graf, sestavljen iz disjunktnih ciklov, ki je izomorfen enemu izmed grafov
particije stevila n. O

Primer. Opazimo, da je graf funkcije f, izomorfen grafu particije p. Ustrezen izomorfizem je

1 2 8 9
0_<93 46)’

345 6 7
75 2 8 1



Matematicne strukture 5

4 Grupe

Primeri.

(i) Ciklicna grupa C,,

(ii) (Sh,o), kjer je o kompozicija funkcij, imenujemo simetriéna grupa na n tockah.

Definicija. Naj bo G grupa. Definirajmo relacijo konjugiranje na elementih mnozice G z

a,beG:a~b < g G:b=gag'

Konjugiranje je ekvivalen¢na relacija, zato za vsak element mnozice G dobimo ekvivalenc¢ni razred
[a] = {be Glb=gag™';g € G}
Dokaz, da je konjugiranje ekvivalencna relacija.

(i) Refleksivnost a ~ a, za g uporabimo kar enoto e, kajti a = eae™!.
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1 1

(ii) Simetri¢nost Ce a ~ b, potem b = gag~!. Pomnozimo z g~
dobimo a = g~ 'bg = g~ 'b(g~!)~!. Zato je tudi a = gbg~*

na levi in potem z g na desni in

(iii) Tranzitivnost b = gag~! in ¢ = hbh™!, od koder sledi ¢ = hgag=th~!. Torej je tudi ¢ ~ a, saj
iz hgg~'h™! = e sled (hg)~! = g~ 'h~!. Ker pa smo ze dokazali, da je relacija simetri¢na, velja
tudi a ~ ¢

O]

Izomorfna grafa bijekcij <=  Konjugirani bijekciji

Lema. Bijekciji imata izomorfna grafa natanko tedaj, ko sta si konjugirani.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da sta si bijekciji f in h konjugirani. Potem obstaja g € .5,,, tako da
je h = gfg~!. Graf bijekcije f ima povezave (i, f(i)), graf bijekcije h pa ima povezave (4, gfg (5)).
Zaradi bijektivnosti ¢ slika tocke grafa f v totke grafa g fg—!. Da bi bila grafa izomorfna, mora veljati,
da se preslikajo tudi ustrezne povezave. Bijekcija g slika toc¢ki i in f(i) v tocki g(i) in g(f (7)), velja
pa tudi g(i) = j za nek j. Opazimo

9f97 () = gfg " (9()) = g(f(4))

Zato je (g(i),g(f(i))) povezava grafa h in je g izomorfizem. Predpostavimo zdaj, da sta grafa f in h
izomorfna in naj bo 6 ustrezen izomorfizem. Potem 6 slika povezavo (i, f(i)) v povezavo(6i,0f(i)).
Hkrati pa je 6i = j in h(j) = h(0i) = h0(i), zato ima graf h povezavo (0i,h0(i)). Ker pa so f, h,6
bijekcije, mora za vsak i veljati 0f(i) = h6(i). Torej je h = 0f0~! in sta si f in h konjugirani. O

Primer. S; ima pet konjugacijskih razredov.

2+1+1

bQW =)

1+1+1+1
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Zakaj?
Simetricne grupe so zelo zanimive zaradi naslednjega izreka.
Izrek (Cayley). Vsaka koncna grupa je izomorfna podgrupi S, za nek n.
Dokaz. Naj bo G konéna grupa, tako da bo mo¢ grupe n. Za vsak g € G definirajmo
Vg : G =G g+ h— gh.
Dokazujemo, da je 14 injektivna:
gh1 = gha,

od koder sledi Ay = hg (Pomnozimo z inverzom od g.)
Zaradi injektivnosti je 1, bijekcija G. Ker ima G moc¢ n, je 1, € S,.
Definirajmo se 6:

0:G— S, g = 1)yg.

Iz definicije € je 6 ocitno homomorfizem. Dokazimo Se, da je injektivna:
a,be G O(a) = 6(b).
Iz definicije 14 potem sledi, da ag; = bg;, in z mnozenjem z inverznim elementom od g; dobimo a = b.
G je torej izomorfna podgrupi S,.
O
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