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POVZETEK
Ljudje se Ze od nekdaj srecujemo s problemom pravicne delitve (na primer delitev
torte ali predmetov med dedice). Pri projektu smo se ukvarjali s tem, kako razdeliti
predmete, da bo volk sit in koza cela.

Uvod

Pogosto se sreCamo s problemom, kako naj si vec ljudi razdeli prekrasno tortico, ki ni na vseh mestih
enaka in zato enako veliki deli nimajo nujno enake vrednosti.

Nekaterih predmetov pa ne moremo razdeliti med vec oseb, ker so nedeljivi (npr. hisa, avto, racu-
nalnik ...). Delitve tak3nih predmetov se moramo lotiti z druga¢nimi metodami kot delitve torte. Te
metode se lahko uporabljajo na primer pri delitvi dediscine.

Recimo da imamo 7 oseb (to bo predpostavka za celotni ¢lanek). Ce vse osebe ocenjujejo, da so
prejele vsaj % celote, je delitev pravicna. Vendar lahko pride do zavisti. To pomeni, da neka oseba
ocenjuje, da je glede na svoje vrednotenje dobila manj kot neka druga oseba. Ce nobena oseba ni
zavistna, pravimo, da je delitev brez zavisti.

Pri postopkih delitve, ki jih bomo opisali v nadaljevanju, je klju¢no, da si z upostevanjem pravil
lahko zagotovimo pravicni delez, tudi Ce se drugi pravil ne drzijo.

Delitev torte

Slika 1: Rezanje torte

Postopek “ReZi in izberi”

Zanima nas, kako si lahko trije marsovci razdelijo okroglo torto tako, da bo vsak mislil, da je dobil
vsaj tretjino in bodo torej vsi zadovoljni. Pred tem si bomo pogledali 3e, kako si tak§no torto pravicno
razdelita le dva marsovca.
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Primer za 2 marsovca

Eden izmed njiju reZe, in sicer torto razreZe tako, da se mu zdita oba kosa vredna enako. Nato drugi
marsovec izbere kos, ki se mu zdi vreden vec (zanj vreden vsaj eno polovico torte). Tisti, ki je rezal,
dobi preostali kos, ki se mu zdi vreden natanko eno polovico torte, zato sta oba zadovoljna.

Primer za 3 marsovce

Marsovci si dolocijo vrstni red in v skladu z njim jih imenujemo A, B in C. Najprej A od torte odreZe
kos, ki se mu zdi vreden natanko tretjino celotne torte. Nato ta kos poda B-ju, ki presodi, koliko je ta
kos vreden njemu.

Ce se mu zdi kos vreden manj ali enako tretjini torte, kos poda C-ju, ki se odlo¢i ali bo kos sprejel
ali ne. Ce ga vzame, si A in B torto razdelita po postopku za dva marsovca. A-ju se zdi preostanek
vreden natanko dve tretjini torte, B-ju pa je kos vreden vec ali enako dve tretjini, zato bo na koncu
vsak igralec res imel kos, ki bo njemu vreden vsaj tretjino.

Ce pa C kosa noce sprejeti, ga mora vzeti A, ker je njemu vreden to¢no tretjino. Nato si B in C
razdelita preostanek torte po sistemu za dva marsovca (utemeljitev zakaj je ta del za vsakega izmed
njiju vreden vsaj dve tretjini je podobna kot zgoraj).

Ce se B-ju kos, ki mu ga je podal A, zdi vreden ve¢ kot tretjino, ga obreZe in preostanek kosa
poda C-ju (odrezek pa vrne k preostanku torte). C se spet odloci ali bo kos sprejel; ¢e ga vzame, si
preostanek torte razdelita A in B.

Ce je ta kos C-ju vreden manj kot tretjino, ga mora vzeti B, preostanek si razdelita A in C.

Delitev predmetov z denarnimi nadomestili

Zahtevnejsi je problem, ko si Zelijo marsovci med seboj ¢im bolj pravi¢no razdeliti nedeljive pred-
mete. Iznajdljivi marsovci so se odlocili, da si bodo pri tem pomagali s Knasterjevim postopkom
zapecatenih ponudb.

Knasterjev postopek zapecatenih ponudb

Med n marsovcev moramo razdeliti 2 predmetov, tako da bo vsak dobil svoj pravi¢ni deleZ. Predme-
tov pri tem ne moremo deliti, zato razlike nadomestimo z denarjem.

1. Vsakizmed marsovcev v zapecateni kuverti odda svoje ponudbe za posamezni predmet (napise
koliko mu je kateri predmet vreden). Pri tem je pomembno, da pozna le svoje ponudbe, drugih
pane.

2. Posamezni predmet dobi tisti, ki je zanj ponudil najve¢. (Ce je ve¢ enakih ponudb, izberemo
poljubnega.)

3. Denarna nadomestila dolo¢imo tako, da vsak marsovec dobi tono svoj pravicni delez. Pred-
met, ki ga je dobil, placa z denarjem (po svojem vrednotenju), nato se mu del tega denarja vrne,
in sicer tako, da je na koncu pridobil natan¢no svoj pravi¢ni delez (% seStevka svojih ponudb -
upostevajoc tudi vrednost predmeta).

Trditev 1 Za denarna nadomestila ne potrebujemo zunanjega financerja.

Doxkaz. Vsak izmed n marsovcev mora dobiti % vsote svojih ponudb (toliko jim moramo iz-
placati). Ce vsoto pravi¢nih deleZev vseh n marsovcev pomnozimo z n, dobimo toéno vsoto
vseh ponudb vseh marsovcev. V tem primeru so vse ponudbe za en predmet manjse ali enake
najvecji ponudbi.
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Kot Ze opisano, predmete dobijo tisti, ki so zanje ponudili najve¢. Ce sestejemo te vrednosti (ki
so jih dobitniki dolzni izplac¢ati) in jih pomnoZimo z n (v tem primeru gledamo, kot da so vse
ponudbe za en predmet enake najvecji ponudbi za ta predmet), zagotovo dobimo vec kot v prej-
$njem primeru. Zato denarja za nadomestila nikoli ne zmanjka. Morebitni preostanek lahko
porabimo za stroske postopka ali pa ga enakomerno razdelimo med vse udeleZzene marsovce.

O

Slabost tega postopka je, da ceprav vsak marsovec dobi svoj pravi¢ni delez, lahko pride do zavisti.
To pomeni, da je vsaj eden izmed marsovcev preprican, da je nekdo drug dobil ve¢ od njega. Dodaten
problem lahko nastane, ¢e marsovci nimajo dovolj denarja za poplacilo predmetov.

Primer

Slika 2: Marsovci Marjan, Nina in Olga

Pred kratkim je nase drage marsovce prerano zapustil dedek Dorijan in svojim vnukom Marjanu,
Nini in Olgi zapustil leteci kroznik, teleskop, posestvo ob jezeru in Interaktivno enciklopedijo o zem-
ljanih (n =3, m = 4). Vnucki so se morali zediniti, kdo bo sprejel kateri predmet. Pri tem tezaskem
delu so si pomagali z zgoraj opisanim postopkom. Najprej je vsak izmed njih neodvisno od drugih
ovrednotil predmete in vrednosti posredoval posredniku Pavlu. Pavel je vse ponudbe strnil v tabelo 1.

|| leteci kroznik | teleskop | posestvo ob jezeru | Interaktivna enciklopedija

Marjan 390 70 640 70
Nina 250 280 500 20
Olga 400 150 650 60

Tabela 1: Tabela ponudb

Pavel je nato pregledal ponudbe in sklenil, da Marjan dobi Interaktivno enciklopedijo, Nina teleskop,
Olga pa leteci kroznik in posestvo. Nato je napravil izracun za denarna nadomestila in ga vnesel v
tabelo 2. Pravicne deleZe je dobil tako, da je seStel ponudbe vsakega posameznika posebej in vsoto
delil s tri. Doplacilo pa je izracunal kot razliko med tem, koliko je marsovec dobil s predmeti, in nje-
govim pravi¢nim delezem.

|| pravicni deleZ | dobil s predmeti | doplacilo

Marjan 390 70 -320
Nina 350 280 -70
Olga 420 1050 630

Tabela 2: Tabela denarnih nadomestil
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Negativna vrednost v tabeli pomeni, da marsovec toliko denarja dobi, Ce pa je vrednost pozitivna,
gamora izplacati. Pavel je tukaj tudi preveril, ¢e res ne bo potreboval dodatnega denarja, zato je sestel
stolpec z doplacili in ugotovil, da mu bo ostalo 240 marsovskih cekinov (ki jih je z veseljem pospravil
V SVOj Zep).

Kljub temu da se je Pavel zelo potrudil, vsi dedi€i niso bili zadovoljni. Marjan je namre¢ menil,
da je Olga dobila vec od njega. Zato se je Pavel odlocil, da bo preveril, ¢e je Marjanov sum utemeljen.
To je storil s pomocjo tabele zavisti 3. V njej je preracunal, koliko je en marsovec mislil, da je dobil
drugi. To v primeru Marjana in Nine pomeni, da je pogledal, koliko je Marjanu vreden predmet, ki ga
je dobila Nina (70 cekinov), od tega pa je odstel Ninino doplacilo: 70 — (—70) = 140. Za ostale je storil
podobno.

|| Marjan | Nina | Olga
Marjan 390 140 | 400

Nina 340 350 120
Olga 380 220 420

Tabela 3: Tabela zavisti

Ugotovil je, da je je Marjan res upraviceno zavisten Olgi, saj je dobila 10 cekinov ve¢ od njegovega
pravicnega deleza. To je tudi problem Knasterjevega postopka, saj v primeru, da pride do zavisti,
dedici niso zadovoljni.

Na tem mestu lahko tudi razmislimo, zakaj je tako pomembno, da marsovci ponudbe oddajo v
zapectatenih ovojnicah, ne da bi poznali ponudbe drugih. Ce bi na primer Marjan in Olga vedela, da
Nina za teleskop ponuja 280 cekinov, bi se jima bolj splacalo zapisati, da se jima teleskop zdi vreden
279 cekinov, saj bi bil njun pravi¢ni deleZ tako vecji in bi zato na koncu postopka dobila ve¢jo denarno
vrednost.

Delitev predmetov brez zavisti

Obstaja tudi postopek (glej vir [1]), s katerim lahko med n marsovcev razdelimo n predmetov, ne da
bi prislo do zavisti. Ta postopek je precej zapleten, zato ga bomo opisali le v grobem.

Najprej s pomocjo madZarske metode doloc¢imo, kdo dobi kateri predmet in nam placa njegovo
vrednost. To naredimo tako, da pri tem dobimo kar najve¢ denarja. Nato naredimo tabelo zavisti
in vsem zavistnim marsovcem, ki so zavistni nezavistnim marsovcem, damo toliko cekinov, da niso
vec¢ zavistni. To ponavljamo, dokler nih¢e ni ve¢ zavisten (velja namre¢, da to lahko doseZemo po
kon¢nem §tevilu korakov). Na koncu vsem marsovcem izplacamo enako denarja, in sicer toliko, da
prejmejo vsaj svoj pravicni delez.

Primer

Na primeru si oglejmo kako ta postopek deluje (zaradi zapletenosti se ne bomo spuscali v podrob-
nosti). Imamo §tiri marsovce in $tiri predmete — podrobnosti o ponudbah strnemo v tabelo.

|| Tilen | Simon | David | Vesna

duplo kocke 50 60 40 100
vzigalnik 110 120 30 40
gasilni aparat 70 100 30 60
svinc¢nik 10 0 10 10

Tabela 4: Tabela ponudb

Predmete razdelimo tako, da dobimo kar najve¢ denarja. Uporabimo madZarsko metodo.

1. Pois¢emo najvecje Stevilo v tabeli (v naSem primeru je to 120).
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2. Naredimo tabelo, v kateri od te vrednosti odStejemo vse ostale vrednosti v tabeli 4.

70 60 | 80 | 20
10 0 90 80
50 | 20 | 90 60
110 | 120 | 110 | 110

3. Reduciramo tabelo: vsa Stevila v tabeli deljimo z njihovim najvecjim skupnim deliteljem (v
naSem primeru 10).

11|12 |11 | 11

4. Vvsakem stolpcu ali vrstici odStejemo poljubno Stevilo, tako da ¢im bolj zmanj$amo vrednosti v
tabeli, obenem pa morajo vse vrednosti ostati nenegativne. V razli¢nih vrsticah/stolpcih lahko
od3etejemo razlicne vrednosti in tako dobimo:

Il R K=l
(=3 N || il o))
O| || O

O| WO

5. Ce lahko izberemo take tiri ni¢le iz tabele, da je vsaka v svoji vrstici in svojem stolpcu, potem
smo zaklju¢ili. Sicer pa lahko najdemo taksne stolpce/vrstice, ki jih je manj kot §tiri, da vsebu-
jejo vse nicle v tabeli. V tem primeru te stolpce/vrstice obkrozimo.

Naj bo a najmanj$e neobkroZeno §tevilo. Pri neobkroZenih 3tevilih odStejemo a, pri enkrat
obkrozZenih $tevilih ne storimo nic¢, pri dvakrat obkrozenih (to je tak$nih, ki so na preseciscu
obkroZene vrstice in obkroZenega stolpca) pa pristejemo a.

Lahko se zgodi, da moramo ta postopek ponoviti veckrat, vendar velja, da bomo postopek po
konc¢no korakih zakljudili.

V naSem primeru ne moremo takoj zakljuciti, zato naredimo naslednji tabeli:

5141610
1/0(9)|8
310|714
0|1]0]|0
41415|0
00|88
210|614
0j2(0(1

Izbrane nicle v tabli nam povejo, kdo dobi kateri predmet. Torej v nasem primeru Tilen dobi
vzigalnik, Simon gasilski aparat, David svin¢nik in Vesna duplo kocke.

6. Nato tabelo 4 preuredimo tako, da so predmeti, ki jih dobi posamezni marsovec, na diagonali.
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Slika 3: Marsovci s pridobljenimi predmeti

|| vzigalnik | gasilni aparat | svin¢nik | duplo kocke

Tilen 110 70 10 50
Simon 120 100 0 60
David 30 30 10 40
Vesna 40 60 10 100

Tabela 5: Urejena tabela ponudb

|| Tilen | Simon | David | Vesna

Tilen 0 -30 0 -50
Simon 10 0 -10 -40
David -80 -50 0 -60
Vesna -70 -40 0 0

Tabela 6: Tabela zavisti

S tem smo zakljucili madZarsko metodo. Sedaj izraCunamo trenutno zavist, to je koliko vsak
marsovec misli, da je dobil drugi. To je strnjeno v tabeli 6.

Pogledamo, e v kateri vrstici vrednost na diagonali ni najve¢ja. V nasem primeru ugotovimo,
da Simon misli, da je Tilen dobil 10 cekinov ve¢ od njega — torej je zavisten. Da zavist odpravimo,
damo Simonu 10 cekinov, torej v stolpcu s Simonom vsem vrednostim pristejemo 10. S tem korakom
odpravimo vse zavisti. Tako vsi §tirje marsovci mislijo, da so dobili najvecji delez. Lahko pa bi se
zgodilo, da bi morali ta postopek ponoviti veckrat (po doplacilu Simonu bi lahko nastale nove zavisti).

|| Tilen | Simon | David | Vesna

Tilen 0 -20 0 -50
Simon 10 10 -10 -40
David -80 -40 0 -60
Vesna -70 -30 0 0

Tabela 7: Tabela zavisti po doplacilu Simonu
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Sedaj poiSCemo osebo, ki ji do svojega pravicnega deleZa (ki ga izracunamo na enak nacin kot
pri Knasterjevem postopku) manjka najvec cekinov in vsem marsovcem damo $e to koli¢ino denarja.
Vsem damo enako denarja zato, da ne pride spet do zavisti.

Zakljucek

Predstavili smo razlicne primere delitve in opisali postopke, kako lahko delitev izvedemo pravi¢no.
Opazili smo, da je bistvena razlika v postopku, ¢e delimo deljive ali nedeljive predmete. Lahko se
pojavi tudi dodaten problem, in sicer zavist. V primeru, da delimo nedeljive predmete in je enako
oseb in predmetov, pa lahko zavist odpravimo.
Zanimivo je tudi, da je postopek “reZi in izberi” za dve osebi zelo preprost, Ze pri treh osebah pa
se precej zaplete. Pri drugih postopkih pa §tevilo oseb ne vpliva bistveno na zapletenost postopka.
Ugotovili smo torej, kako praviéno razdeliti slastno torto ali razresiti zapleten primer dedovanja.
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