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POVZETEK
Nasa skupina je najprej poskrbela za pripravo uravnotezenega macjega obroka,
nato pa poiskala nacin za avtomatsko reSevanje sudokuja. Namesto lastnikov mack
lahko sudoku sedaj resi racunalnik, macke pa tako dobijo vso potrebno pozornost.
Mijav.

Uvod

Linearno programiranje, poznano tudi kot linearna optimizacija, je problem maksimiziranja oziroma
minimiziranja linearne “kriterijske” funkcije. Zacetki reSevanja tega problema segajo Ze v drugo po-
lovico 18. stoletja, ko se je Joseph Fourier ukvarjal z reSevanjem sistema linearnih neenacb. Po njem
je poimenovana tudi Fourier-Motzkinova eliminacija, znana tudi kot metoda FME. Leta 1939 je Leo-
nid Kantorovich formuliral prve probleme linearnega programiranja, ki so jih reSevali v vojne namene
med drugo svetovno vojno. Metoda reSevanja je ostala skrivnost vse do leta 1947, ko je George B. Dan-
tzig izdal metodo simpleksov, John von Neumann pa razvil teorijo dualnosti in jo apliciral na podrocje
teorije iger. Po vojni se je linearna optimizacija uporabljala v Stevilnih panogah industrije.

Linearno programiranje se pogosto uporablja v mikroekonomiji in pri upravljanju podjetij na po-
drogjih, kot so nac¢rtovanje, proizvodnja in transport. Vecina podjetij bi rada maksimizirala dobic¢ek
ali minimizirala stroSke z omejenimi viri. Mi smo se s takim problemom srecali pri me$anju sestavin
za macjo hrano.

Oblika linearnega programa

Naj bosta m in n naravni Stevili, kjer n predstavlja stevilo spremenljivk, ki jih oznac¢imo z x1, x2...x,
m pa Stevilo omejitev. Poleg m in n imamo $e n 4+ m 4+ mn realnih $tevil, ki jih navadno oznacimo:

- C1, C2...Cp,

- by, ba...by,

- apl, a12...41,n,
azl, azz...Aazn,

Am1, Am2---Am,n-
Linearni program je sestavljen iz kriterijske funkcije in omejitev. Kriterijska funkcija je oblike
min: c1x1+ c2xo+--+CnXy,

namesto min lahko uporabimo tudi max (odvisno od tega, ali Zelimo kriterijsko funkcijo minimizirati
ali maksimizirati). Omejitve so naslednje oblike, kjer |:| oznacuje >, < ali=:

aijixitaipxa+---+ainxn |:|b1
azi1x1+tazzxz+---+aznxn |:| by

Am1X1+ AmaXo+ -+ QmnXn Dbm.
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Ce gre za celostevilski linearni program, med omejitve dodamo $e
X1, X2...Xp €E7Z.

Resitev [celoStevilskega] linearnega programa je taka n-terica (x7,x;...x%), za katero veljajo vse
omejitve in pri kateri kriterijska funkcija doseZe min (oziroma max).

Mesanje Macje hrane

B Ty

Slika 1: Mucki po naSem optimalnem obroku

Na ploc¢evinki macje hrane piSe, da je v 100g hrane toliko gramov posameznih snovi:

beljakovine mascobe vlaknine  sol
>8 >6 <2 <0,4

evee

gram sestavine):

sestavina cenavevrih Dbeljakovine mas¢obe vlaknine  sol

piS¢anec 0,013 0,100 0,080 0,001 0,002
govedina 0,008 0,200 0,100 0,005 0,005
ovCetina 0,010 0,150 0,110 0,003 0,007
riZ 0,002 0,000 0,010 0,100 0,002
pSenicni otrobi 0,005 0,040 0,010 0,150 0,008
gel 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000

Resitev: Linearni program nastavimo tako, da bo imel Sest spremenljivk, x1, x2, x3, X4, X5, xX¢, ki pred-
stavljajo odstotke dolocene sestavine v kon¢nem izdelku. Konstante by, by, bs, by predstavljajo zgor-
nje oziroma spodnje meje za vsebnost posamezne snovi, ¢y, ¢, 3, C4, C5, C¢ predstavljajo ceno sesta-
vin v evrih za en gram, a,; ... ae 4 pa predstavljajo vsebnost posamezne snovi v sestavini. Kriterijska
funkcija za ta primer je torej

min: x;-0,0134+ x5-0,008 4+ x3-0,010+ x4 -0,002 + x5- 0,005+ x6- 0,001,
omejitve pa so

x1-0,1004+x2-0,200+x3-0,150 4+ x4 - 0,000 + x5 - 0,040 + x5 - 0,000 > 8

x1-0,080+x2-0,100+x3-0,110+x4-0,010+x5-0,010+ x¢- 0,000 > 6

x1-0,001+x2-0,005+x3-0,004+x4-0,100+ x5-0,150 4+ xs- 0,000 < 2

x1-0,002+x2-0,005+x3-0,007+x4-0,002+ x5- 0,008 + x¢ - 0,000 < 0,4

X1+ X2+ x3+ x4+ x5+ x5=100

X1,X2,X3, X4, X5,X6 = 0.
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ReSevanje linearnega programa v Pythonu

Podatke in pogoje smo vnesli v Python in s pomocjo knjiznice PuLP resili ta linearni program. Ugo-
tovili smo, da je najbolje hrano sestaviti iz 60% govedine in 40% gela.

ReSevanje sudokuja

Sudoku je japonska miselna igra, pri kateri mora reSevalec izpolniti polja kvadrata velikosti 9 X 9 s
Stevilkami od 1 do 9, pri Cemer se v vsaki vrstici, stolpcu in manjSem kvadratu velikosti 3 x 3 le enkrat
pojavi vsaka Stevilka od 1 do 9.

2 8 6
6 3 1 7
8 6 2
1]6 218
2 7
85 1|6
6 2 8
2 8 6 5
8 1 4

Slika 2: Primer sudokuja

Resitev: Linearni program ima 9% = 729 spremenljivk oblike x; j i, kjer urejeni par (i, j) predstavlja
koordinate polja v tabeli, k pa Stevilo na tem polju v tabeli:

PR 1; Ceje k na polju (i, j)
Lhk= o ¢e k nina polju (i,j) °

Kriterijska funkcija v tem primeru nima pravega pomena, zato je lahko karkoli. Zelimo le zadostiti
naslednjim pogojem:

x,-,j'kGZ Vi,j,ke{l,z...9}
0<x;;x<1 Vijke{l,2...9}(Ta pogoj nam skupaj s prejSnjim da x; ; x € {0,1}).

9
in,j,k =1 Vi, je{l,2...9} (Vvsakem polju je natanko eno Stevilo.)
k=1

9
in, k=1 Vjke{l,2...9} (Vvsakem stolpcu vsako Stevilo nastopa natanko enkrat.)
i=1

9
in, k=1 Vike {1,2...9} (V vsaki vrstici vsako §tevilo nastopa natanko enkrat.)
j=1

Z Xitojrmk =1 Vke{l,2...9} A 21,2, €{0,3,6},
i=1 j=1

kjer zadnji pogoj pove, da v vsakem kvadratu velikosti 3 x 3 nastopa vsako §tevilo natanko enkrat.
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Slika 3: Resitev sudokuja iz slike 2

ReSevanje celostevilskega linearnega programa v Pythonu

Podatke in pogoje smo vnesli v Python in s pomocjo knjiZznice PuLP reSili sudoku. Resitev je na sliki 3.

Zakljucek

Predstavili smo primera linearnih programov, a reSevanja nismo opisali, ker smo ga prepustili ra-
Cunalniku. Velika razlika med celoStevilskimi linearnimi programi in linearnimi programi je v tem,
da so znane metode za reSevanje linearnih programov, s katerimi lahko poljuben linearni program
z raCunalnikom “hitro” resimo. Za celostevilske linearne programe pa kljub navidezni enostavnosti
take metode niso znane. Ce bi nasli postopek, s katerim bi lahko “hitro” resili poljuben celostevilski
linearni program, bi res§ili enega izmed “Millenium prize problems” in tako zasluzili milijon dolarjev.
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