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PovzETEK
V élanku smo preverili, ali je mogoce v celostevilsko kvadratno mreZo vrisati
mnogokotnik na tak nacin, da njegova ogliséa lezijo na tockah mreze. Nadalje
smo preverili Se, katere pravilne mnogokotnike lahko na tak nacin vrisSemo v
preprosto kubicno celostevilsko mrezo.

Uvod

Celostevilska mreza je mnozica vseh tock v prostoru, ki imajo za koordinate cela stevila. Ce
z daljicami povezemo tocke, ki so si med seboj najblizje, dobimo preprosto kubi¢no mrezo.
Le-ta nam je poznana iz pouka kemije, saj gre za eno izmed moznih struktur, ki jo tvorijo
atomi v kristalih; eden izmed kristalov s taksno zgradbo je npr. kristal polonija. S tem, ko
bomo preverili, katere pravilne mnogokotnike je mozno vrisati v kubi¢no kristalno mrezo, bomo
ugotovili tudi, katere pravilne like lahko tvorijo atomi na katerikoli mrezni ravnini polonija (t.j.
ravnini ki poteka skozi 3 nekolinearne tocke na mrezi).

Pravilni mnogokotniki na kvadratni Stevilski mrezi

Slika 1: Pravilni 7-kotnik, ki ima namesto stranic vektorje.

Stranice pravilnih n-kotnikov si lahko predstavljamo kot poligon vektorjev v; enakih dolzin
L, ki imajo komponente (z;,y;). Ker je poligon sklenjen, sta vsoti komponent vektorjev vzdolz
x in y osi enaki nic.

in:Zyi:O (1)
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Ker imajo vse stranice enako dolzino, velja Se:
4yl =54+ ys = ... = a2 +y2 =LA (2)

Ce enacbi (1) in (2) zdruzimo, dobimo izraz:

@y +2> 0> (wiys + wixy) = 0. (3)
1 i—1i<j

Ce upostevamo Se (2), ga zapiSemo malo drugace, in sicer:

n n

nl? = =23 % (yiy; + wiz;). (4)

i=11i<j
Desna stran enacbe je soda, kar pomeni, da mora biti taksna tudi leva stran. Ce je stevilo
stranic n sodo, to o¢itno drzi. V primeru, da je n lih, mora biti L? sodo stevilo in preprosto je
dokazati, da to drzi le, ¢e so vse x in y komponente vektorjev bodisi liha, bodisi soda stevila.

V kolikor so vsi x; in y; sodi, to pomeni, da lahko stranice prepolovimo in mnogokotnik
zmanjSamo. To lahko ponavljamo, dokler stranice nimajo ene lihe komponente, kar po zgornjem
razmisleku ni mogoce, ali nimajo lihih obeh komponent. Ce sta komponenti neke stranice lihi
Stevili, je enostavno pokazati, da je L? = 2(mod4). V desni strani enacbe (4) nastopa dvojna
vsota sodih Stevil, pomnozenih s faktorjem 2. Desna stran je potemtakem deljiva s 4, kar pripelje
do paradoksa, saj leva stran s tem Stevilom ni deljiva. V kvadratno celostevilsko mrezo torej ne
moremo vrisati pravilnih mnogokotnikov, ki bi imeli liho Stevilo stranic.

Prav tako ne moremo vanjo vrisati pravilnih mnogokotnikov, katerih stevilo stranic je deljivo
s katerimkoli lihim $tevilom, ve¢jim od 1. Ce bi namre¢ v taksnem mnogokotniku s Stevilom
stranic n = st, kjer je s sod in ¢ lih, povezali samo vsako s-to oglisce, bi to pomenilo, da lahko
v kvadratno mrezo vriSemo pravilni mnogokotnik z lihim Stevilom stranic; pokazali pa smo ze,
da je to nemogoce. Potemtakem nam preostane le Se to, da preverimo, ali lahko v kvadratno
mrezo vrisemo pravilen 25-kotnik. O¢itno je, da lahko vrisemo kvadrate, ée pa poskusimo vrisati
pravilen osemkotnik, naletimo na tezavo. Kosinusni izrek nam pove, da mora biti kosinus kota
med dvema stranicama pravilnega veckotnika, vrisanega na mrezi, racionalno stevilo, kar za
osemkotnik ne velja. Kosinus kota je namre¢ racionalen edino pri kotih med stranicami, ki so
enaki k7 /2 ali km/3, ¢e je k celo stevilo. Dokaz za to lahko bralec najde v [2].

Mnogokotniki na kubicni Stevilski mrezi.

Ce komponente i-te stranice pravilnega mnogokotnika, vrisanega na celostevilsko mrezo, zapisemo
kot (a;, b;, ¢;), lahko kot med dvema stranicama izra¢unamo takole:

ajas + biby + cico
L? ’

Ker je kosinus kota med stranicama, podobno kot v primeru 2D mreze, racionalno stevilo, je
hitro jasno, da je racionalen tudi izraz 1 — cos?a = sin’«, in posledi¢no je racionalen tudi tan?a.
Kvadrat tangensa notranjega kota mnogokotnika ni racionalno stevilo, kadar je Stevilo stranic n
vecje od 8; dokaz za to najdemo v [3]. Ze prej smo pokazali, da osemkotnik ni pravilen mrezni
veckotnik. Kosinus kota med sosednjima stranicama je iracionalen Se za pravilen mnogokotnik s
Stevilom stranic n = 5 ali n = 7, kar pomeni, da ju prav tako ne moremo vrisati v mrezo. Tako
lahko v 3D celostevilsko mrezo vrisemo le pravilni trikotnik, kvadrat in pravilni Sestkotnik.

cosax =
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Slika 2: Primer vrisanega kvadrata v kvadratni stevilski mrezi

Slika 3: Sestkotnik, vrisan v 3D kubi¢no celostevilsko mrezo (narisano s programom GeoGebra).
Eno izmed moznih vrisav trikotnika dobimo tako, da med seboj povezemo vsako drugo oglisce.
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Zakljucek

V celostevilsko kubiéno mrezo lahko, za razliko od kvadratne mreze, vrisemo kar 3 pravilne
mnogokotnike: Sestkotnik, Stirikotnik in trikotnik. To nam daje slutiti, da bomo pri risanju
razliénih poliedrov v 3D mrezo naleteli na omejitve. Bralec je vabljen, da sam preizkusi, katere
izmed platonskih ali arhimedskih teles se da vrisati v takSno mrezo - odgovori se skrivajo v
navedeni literaturi.
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