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Povzetek

V projektu smo zeleli spoznati, kako iz rekurzivnega zapisa priti
do eksplicitnega. Seznanili smo se z zaporedji na splosno, rodovnimi
funkcijami ter binomskim simbolom. Za primer smo vzeli rekurzivni
zapis za Catalanova $tevila in ga spremenili v eksplicitnega s pomocjo
rodovnih funkcij.

1 Uvod

V nasem projektu smo se ukvarjali z zaporedji. V uvodnih primerih smo se
seznanili z rekurzivnimi zvezami. Zal pa bi le-te porabile preveé ¢asa, zato
smo poizkusili najti hitrejse nacine racunanja clenov zaporedja. Spoznali
smo rodovne funkcije, metodo rodovnih funkcij ter binomski simbol, ki so
nam pomagali priti do resitve problema.



1.1 Uvodni zgledi

Za zacetek smo resili dve nalogi. Pri prvi smo se vprasali, na koliko nacinov
lahko stevilu ni¢ pristejemo n enic ter odstejemo n enic, tako da nobena
delna vsota ne bo negativna.

To stevilo smo definirali kot ¢,,. Na zacetku smo takoj opazili, da moramo
zaporedje zaceti s 41, pri nadaljevanju pa se nam je pokazalo Ze ve¢ moznosti.
Zato smo nalogo premislili na manjsih primerih, ko je n enak 1, 2 in 3. Pri
n = 1 smo imeli le eno moznost:

+1-—1.

Pri n = 2 smo imeli 2 moznosti, saj smo se lahko odlocali le pri drugem
clenu. Ko je ta dolocen, nimamo ve¢ izbire, moznosti sta

+14+1-1-1, +1-1+1-1
Pri n = 3 smo imeli Zze 5 moznosti:
+1+1-1-141-1, +14+1-1+1-1-1, +1+1+1-1-1-1,
+1-1+1+1-1-1, +1-1+1-14+1-1.

Opazili smo, da se konca zadnjih dveh resitev pri n = 3 ujemata z resitvami
zan =2

Iz te primerjave smo ugotovili, da so v primeru, ko je delna vsota enaka
0, preostale mozne kombinacije do konca enake kot pri enem od manjsih n.
Zato smo primere v nadaljevanju razdelili glede na to, kdaj delna vsota prvic
doseze 0.

Denimo, da se to zgodi po ¢ uporabljenih +1. V nadaljevanju imamo
nato c,_; moznosti, saj poleg nenegativnih delnih vsot ni dodatnih omejitev.
Ker delna vsota pred tem mestom ni smela biti enaka 0, lahko re¢emo, da
je tu njena najmanjsa mozna vrednost enaka 1. Ker sta do tega mesta prvi
in zadnji ¢len dolocena (enaka sta zaporedoma +1 in —1), vmesne delne
vsota pa ne smejo pasti pod 1, imamo za ta del ¢;_; moznosti. Stevilo vseh
moznosti lahko izracunamo kot produkt vseh moznosti do tega mesta in vseh
moznosti za njim. To Stevilo je enako ¢;_1 - ¢,_;. Ker je ¢ lahko katerokoli
stevilo od 1 do n, je ¢, enak vsoti teh produktov za vsak mozni ¢

n
Cn = E Ci—1Cn—i-
i=1

Zaradi lazjega racunanja zamaknemo spremenljivko v vsoti ¢ — k + 1

n
Cn = E CkCn—k—1-
k=0

2



S tem smo dobili rekurzivno formulo, s katero smo zakljucili prvo nalogo.
Pri drugi nalogi nas je zanimalo, na koliko na¢inov lahko postavimo okle-
paje vracun x - x - x--- - x, kjer imamo n + 1 spremenljivk x in n simbolov
za mnozenje, da dobimo enolicno vrednost. Pri nizkih n smo ugotovili, da
ne glede na postavitev oklepajev natanko en - ostane izven vseh oklepajev.
Naloga je zacela spominjati na prvo, saj smo lahko omenjeni - postavili v
vlogo, ki jo je v prvi nalogi imel dogodek, ko je bila delna vsota prvi¢ enaka
ni¢c. Lahko smo izracunali vse kombinacije na levi in jih pomnozili s tistimi
na desni. Mesto na katerem je omenjeni - smo poimenovali z ¢ in razvili

formulo
n n
Cn = E Ci—1Cn—i = E CkCn—k—1-
i=1 k=0

Resitev je bila ista, kot v prvi nalogi. V obeh primerih je to rekurzivna
formula za racunanje Catalanovih stevil, ki so ze znano matemati¢no za-
poredje. Zal pa je racunanje z rekurzivnimi formulami pri kasnejsih ¢lenih
izredno pocasno, zato smo se vprasali, ali lahko iz prej navedene formule
razvijemo eksplicitno. Tega smo se lotili s pomocjo rodovnih funkcij.

2 Rodovne funkcije

Zaporedja lahko zapisemo na razlicne nacine, kar smo si ogledali na primeru
potenc stevila 2. Eden izmed njih je eksplicitni zapis

a, = 2".
Drugi primer zapisa je rekurzivni zapis s formulo
(p = 201

Ogledali smo si Se zapis z rodovnimi funkcijami, ki imajo obliko

o0

Y a, X" = Rf(a,X).

n=0

Uporaben je, ker nam pomaga pri racunanju z zaporedji.
Kot primer smo ponovno uporabili zaporedje potenc Stevila 2.

Rf(QnaX):aoXo+(11X1+a2X2+a3X3+...:
=1X% 22Xt +4X2 4 8X3 4. =

S
n=0



2.1 Operacije za racunanje

Ko smo rodovne funkcije spoznali, smo jih lahko med seboj tudi seStevali.
To smo lahko naredili kar po komponentah.

ianX" + f: b, X" = f:(an +b,) X"
n=0 n=0 n=0

Za seStevanje smo nasli tudi enoto in nasprotni element.

Enota je stevilo, ki ga lahko pri sestevanju Stevil pristejemo, ne da bi
se Stevilo spremenilo. Enota za sestevanje stevil je 0. Rodovni funkciji
lahko pristejemo rodovno funkcijo za nicelno zaporedje, zato je to enota za
sestevanje.

Ce elementu pristejemo njegov nasprotni element, dobimo 0. Zato je
nasprotni element zaporedja a,, drugo zaporedje, ki ima elemente —a,,.

Rodovne funkcije lahko med seboj tudi mnozimo.

Kot primer smo vzeli dve kon¢ni zaporedji z razlicnim stevilom elementov
in si ogledali, kako se zmnozita.

(CLQ + (Ile —|—CL2X2 + (IgXS)(bQ + lel + b2X2) =

(£ (E)

Primer smo posplosili tako, da smo ¢lene, ki v zaporedju ne obstajajo, defi-
nirali z 0.

oo o o0 n
<Z anX”) (Z an”> =y (Z akbn_k> X"
n=0 n=0 n=0 \k=0

Do rezultata smo prisli na enak nacin kot pri mnozenju polinomov. Enota za
mnozenje je element, s katerim lahko mnozimo neko vrednost, ne da bi se pri
tem spremenila. Pri rodovnih funkcijah je to rodovna funkcija za zaporedje
z nictim ¢lenom 1 in ostalimi ¢leni enakimi 0.

2.2 Inverz

Nasli smo tudi primer za zaporedje, ki ima inverzni element. To zaporedje je
1,—¢,0,0..., kjer je ¢ poljubno realno stevilo. Rodovna funkcija zaporedja
je (1 —eX).

Za neznani inverzni element smo nastavili naslednjo enacho

(1 —cX) (ib,J(") =1
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Iz te enacbe sledi )
<Z aka> (Z an”> = 1.
k=0 n=0

1 =agby = by = 1.

Pri X° velja

Pri X! velja
0=a1bg+ aphy = —c+ by = b =c.

Pri X2 velja
0 = apby + a1b1 + asby :b2+(—C)C—|—O:b2—CQ = by :CQ.

Podobno smo sklepali pri visjih n. Tako smo prisli do kon¢ne ugotovitve, da
je b, = c™.
V nasi zacetni enacbi lahko b,, zamenjamo s c".

(1 —cX) (i c"X”) =1

n=0

Tako je inverz rodovne funkcije nasega zacetnega zaporedja

1 OO n n
1—cX:nZ:;CX'

3 Metoda rodovnih funkcij

Zeleli smo preoblikovati rekurzivni zapis zaporedja v eksplicitnega, ker nam
ta omogoca direkten izracun poljubnega clena. Za primer smo vzeli enacbo

Gy = 20p_1 + 3a,_9, Kjer jen > 2.

Nicti ¢clen zaporedja je ag = 1 in prvi ¢len a; = 2.

Primer smo resevali z metodo rodovnih funkcij, ki je sestavljena iz vec
korakov.

Najprej smo zvezo pomnozili z X"

ap X" =2a, 1 X" + 3a, X", kjer jen > 2.

Nato smo zvezo sesteli po vseh veljavnih n

i CLan = i 2an_1X" + i 36Ln_2Xn. (1)
n=2 n=2 n=2

b}



Vsako od vsot smo zZeleli spremeniti v obliko rodovnih funkcij.
Leva stran enacbe (1) je enaka

ZanX” =Rf(a,X) —ay— a1 X.

n=2

Prvi ¢len desne strani enacbe (1) smo preoblikovali

i Qan_lX” =2X ian_lX”_l =
n=2 n=2

=2X ) a,X" =
n=1
=2X(Rf(a,X) — ap),

kjer smo pri 2. enacaju v vsoti zamaknili n — n — 1.
Drugi ¢len desne strani enacbe (1) smo prav tako preoblikovali

i 3an_2Xn — 3X2 i an_2Xn—2 —
n=2 n=2
=3X? i a, X" =
n=0

= 3X*(Rf(a, X))

in enako kot v prejSnjem primeru zamaknili n — n — 2.
Dobili smo zvezo rodovnih funkcij

Rf(a,X) —ag— a1 X = 2X(Rf(a,X) — ap) + 3X*(Rf(a, X)).

Rodovno funkcijo smo nato za lazji zapis zamenjali s spremenljivko z in jo
izrazili.
z—ag—a X =2X (2 —ag) +3X?z
z—ag—a; X =2Xz —2Xag + 3X?2
3X%2 42Xz —2=2Xayg—ag — a1 X
2(327 +2X —1) =2X —1-2X
23X -1)(X+1)=-1
-1
(BX —1)(X +1)

z =



Od prej smo poznali rodovno funkcijo za inverz oblike 1_1CX, zato smo zeleli

tudi zdaj dobiti vsoto ulomkov take oblike. To smo naredili z metodo na-

stavka.
A B
T X1 T3x 1
ABX -1)+B(X +1)
(X +1)(3X — 1)
ABX —-1)+B(X+1)=-1
3XA-A+BX+B=-1

Iz dobljene enacbe smo z loc¢itvijo glede na stopnjo X dobili sistem dveh

enach s spremenljivkama A in B.

B+3A=0
—-A+B=-1
1 -3
= A= 7 B = v
Dobljeni stevili smo vstavili v prej nastavljena ulomka.
L 1 n -3

AX +1) 43X —1)

Ulomka smo spremenili v obliko ﬁ, ki jo znamo zapisati z rodovno funkcijo.

n=0
-3 3 1
4 3X -1 4 1-3X
300
= — 3m X"



1 3 1
=ap, = (—1)"= +3"> = — ((=1)" + 3"+
an = (=1)"7 43" = 7 (1" +3")
S tem smo nasli eksplicitni zapis za zaporedje in zakljucili naso metodo ro-

dovnih funkcij.

4 Catalanova stevila

Vrnimo se h Catalanovim stevilom. Na njih smo uporabili metodo rodovnih
funkcij in poskusili najti eksplicitni zapis.

Rekurzivni zapis je
n—1

Cn = chcnfkfb
k=0
pri cemer veljan > 1in ¢y = 1.
Metodi sledimo do enacbe za rodovno funkcijo.

k=0
00 0o n—1
St 3 (e s
n=1 n=1 \k=0
00 n—1
Rf(c,X) —co= XZ ( Ckcn—k—1> Xt
n=1 k=0
n—n+1
Rf(c,X)=1=X>_ < ckcnk> Xn
n=0 \k=0

Rf(c,X)—1=X-Rf(c, X)?

V zadnjem koraku smo uporabili formulo za produkt rodovnih funkcij. Vi-
dimo, da smo dobili kvadratno enacbo. Da bi se pri resitvi izognili X v
imenovalcu, celo ena¢bo pomnozimo z X in vstavimo z = Rf(c, X) - X.

Rf(C,X)2X2—Rf(CL7X)X+X:0
Z—2+X=0



Za zapis korena z rodovno funkcijo moramo spoznati Se nekaj dodatnih poj-
mov.

5 Binomska rodovna funkcija

Definicija 1. Binomski simbol (:’;‘) = #’_n),, kjer sta m, n € N in

n < m, je izraz, ki nam pove, koliko podmnoZic velikosti n ima mmnoZica
velikosti m.

Binomski simbol lahko zapiSsemo tudi na nacin

(m)_ m! ~m(m—1)...(m—n+1)(m—n)!
n!(m —n)! ml(m —n)!
m(m—1)...(m—n+1)

n!

Tu vidimo, da se za n > m produkt v Stevcu vedno mnozi v 0, zato je binom-
ski simbol tedaj enak 0. V tej obliki lahko definiramo posplosen binomski
simbol za realno stevilo z in naravno Stevilo n.

C)_z@—1y”@—n+n

n n!

Uporabili smo tudi formulo za izrac¢un potence dvoclenika
" /m
b m — nbm—n.
(a +b) ;%(n)a
Vanjo smo vstavili formalno vsoto (1 + ¢X) in dobili
. /m
1+cX)" = X"
ey =3 (n) ¢
Definicija 2. Binomska rodovna funkcija je rodovna funkcija oblike
= [z
B.(cX) = "X
=3 (7)e
kjer sta z in ¢ realni Stevili.

Pri resevanju enacbe Rf(c, X)*- X? — Rf(c,X) - X + X = 0 smo s formulo
za reSevanje kvadratnih enacb dobili z = 1—1”12_4)(
pod korenom nam pomaga naslednja trditev.

. Za reSevanje dvoclenika
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Trditev 1. Za realna stevila z,y in c velja
B.(cX) - By(cX) = B,yy(cX).
Dokaz.

Predzadnja enakost velja, saj velja sledeca lema. O]

Lema 1. Za poljubni realni stevili z in y velja

> ()" - (i)

Dokaz. Enakost dokazemo le za naravni stevili z in y.

Binomski simbol (Zﬂ’) Steje vse podmnozice mnozice z 4y velikosti n. Vsaka
podmnozica vklju¢uje kombinacijo elementov obeh mnozic. Ker dobimo vse
podmnozice, dobimo tudi vse razlicne kombinacije stevil elementov iz z in
y. To lahko prestejemo tudi drugace. S spremenljivko k oznacimo stevilo
izbranih elementov iz z. Velja, da k lezi med 0 in n. Tedaj iz y vzamemo
n — k elementov. Ko sestejemo produkte binomskih simbolov (Z) in (nﬁk) po
vseh k, prav tako dobimo Stevilo vseh podmnozic. To pomeni, da sta izraza

na obeh straneh enacaja res enaka.
O

Spomnimo se, da smo iskali /1 — 4X. Ker velja

Bl(—4X):§:(i> AP X" = i() X" =1-—4X,

n=0 n=

7 zvezo 1z trditve dobimo

B1(—4X) = B1(—4X) - B1(—4X) = B1(—4X)>.

N|=

1 1
2 2
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Enakost korenimo in dobimo

1—4X = B1(—4X).

N

6 Izracun binomske vrste

Izra¢unati smo morali Se zeljeno binomsko vrsto

By (~47) = f: (3) (—4)mX™.

n=0
Najprej smo izracunali binomski simbol, ki je pri n = 0 enak 1, pri visjih n
pa smo ga lahko poenostavili

(é)_“-_n(-—z) (- (n-1)

n n!
o ll-2-1)(1-2-2)---(1-2(n—1))
N n!.2n N
_1-3-5---(2n—3)
~opl-2n. (—=1)nt

Binomski simbol smo vstavili v vsoto in dobili

—4x) _1+Z1 il 5 _ 3)(—4)")(". (2)

)nl

Bi(

l
2

V ¢lenih vsote smo krajsali skupne ¢lene in ulomke razsiriliz 2-4-6-- - (2n —
2) = (n —1)!- 2"~ Dobili smo

=~ 1-3-5---(2n—3
n!

(2n —
— Z n on X",
n!-(n— 1 2" 1

Zamaknili smo Spremenljlvko vvsotin —-n+1

-3 e
= On' n—l—l

:_Z Y 2 ynn
—\n n+1

Izra¢unano vsoto smo vstavili v (2) in dobili




6.1 Koncé¢ni izracun
Izra¢unano vsoto smo vstavili v formulo za resitev kvadratne enacbe

1i\/12—ﬁ_1i<l_X§:(2n) 1 X”):

T2 2 n/n+1

1 1 = /2n\ 1
—— -4 X X",
552 ()it

Vstavljeno smo odsteli, saj smo v tem primeru dobili pozitivne ¢lene v ro-
dovni funkciji.

;)ch H:;(:)n—“)( +1

Iz enacbe smo zdaj clene zaporedja le Se prebrali.

(2n) 1
Cp =
n/n+1

To je eksplicitni zapis za n-ti clen Catalanovega zaporedja, ki smo ga iskali.
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