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Povzetek

V projektu smo si zastavili MaRSovski problem, ki smo ga resili
z uporabo prirocne interpretacije stacionarne porazdelitve Markovske
verige. Sproti smo obnovili znanje o verjetnosti in spoznali pojem ma-
trike. Seznanjeni z osnovnimi pojmi smo definirali Markovske verige
ter govorili o izreku, ki velja za krepko povezane neperiodi¢ne Marko-
vske verige. Izrek nam pomaga razumeti limitno obnasanje verige, to
pa nam je dalo kljuéen vpogled v reSitev zastavljenega problema.



1 Uvod

Oglejmo si problem [2], ki ga bomo kasneje resili s prevedbo na Markovske
verige.

Problem 1. Marsovce in Zemljane opazujemo, kako se en za drugim pomi-
kajo v vrsti. Verjetnost, da za Zemljanom stoji Marsovec, je 0.75 in 0.25, da
za njim stogi Zemljan. Verjetnost, da za Marsovcem stoji Marsovec, je 0.8
in 0.2, da za njim stoji Zemljan. Koliksen deleZ vseh pohodnikov na stezi je
Marsovcev in koliksen Zemljanov?

Brez skode za splosnost si lahko mislimo, da je Marsovcev in Zemljanov
neskonéno in da smo trenutno opazili Marsovca. Ob opazovanju naslednjega
osebka bomo z verjetnostjo 0.8 opazili Marsovca in z verjetnostjo 0.2 Ze-
mljana. Zakaj tako razmisljanje ne skodi splosnosti, bomo videli v izreku.

2 Verjetnost

Za verjetnost poznamo vec definicij, ena izmed njih se imenuje tudi klasi¢na
definicija, ki je navedena spodaj [3].

Definicija 1. Ce ima poskus konéno Stevilo enako verjetnih izidov, je verje-
tnost kolicnik med stevilom ugodnih 1zidov oz. izbranih dogodkov in Stevilom
vseh moznih izidov. Naj mnoZica §2 predstavlja vse mozne izide in naj bo
A C Q dogodek. Verjetnost, da se zgodi dogodek A, zapisemo kot

st. ugodnih izidov

verjetnost, da se zgodi A = — —
st. wseh izidov

V kolikor oznac¢imo mnozico ugodnih izidov oziroma dogodkov z A, ver-
jetnost dogodka A s P(A) in mnozico prostora vseh mogocih dogodkov z €2,
dobimo naslednji zapis zgornje enacbe

Al
P(A) ok

Definicija nam pove tudi, da je dogodek pojav, ki se pri poskusu (npr.
metu kocke) lahko zgodi. Dogodek je namreé¢ podmnozica mnozice vseh
moznih izidov. Dogodek je lahko gotov, nemogoc¢ ali slucajen. Verjetnost
gotovega dogodka je 1, nemogocega dogodka 0, verjetnost slucajnega dogodka
pa se giblje med Steviloma 0 in 1.

Najbolj klasicen primer, ki ga vzamemo za prikaz oziroma izracun verje-
tnosti, je met kocke.



Zgled 1. Vrzemo kocko. Koliksna je verjetnost, da vrzemo stevilo 4¢ MnoZico
vseh izidov predstavija Q = {1,2,3,4,5,6}, dogodek A je met Stevila 4. Vi-
dimo, da je verjetnost, da bomo vrgli 4:

Ob tem opazimo, da je dogodek, da vriemo eno izmed Stevil od 1 do 6, gotov
in dogodek, da bomo vrgli hkrati 4 in da bo Stevilo liho, nemogoc.

Kadar govorimo o verjetnosti, moramo nujno omeniti tudi relacijo med
dogodki. Dogodki so med seboj lahko odvisni ali neodvisni.

Definicija 2. Dogodka A in B sta neodvisna, ce velja
P(ANB)=P(A)P(B).
Oglejmo si, kaj to pomeni pri metu kocke.

Zgled 2. Koliksna je verjetnost, da v dveh metih kocke vrZemo Stevilo 3 v
prvem metu, nato pa sodo Stevilo? V tem primeru je:

e dogodek A v 1. metu vrZemo Stevilo 3,
e dogodek B v 2. metu vriemo sodo Stevilo.

Ocitno velja

1 3
P(A)==, P(B)=-
(A==, P(B)=:
Ker sta prvi in drugi met neodvisna, velja tudi
1 3 3 1
P(ANB)== == —=—.
( ) 6 6 36 12

Oglejmo si se en zgled.
Zgled 3. Ali sta sledeca dogodka A in B neodvisna?
e A dogodek, da je vsota dveh metov 6,

e B dogodek, da je prvi met 4.
Velja

in ¢e prestejemo vse mozne ugodne izide, je

P(ANB) = %



Dobimo torej
P(ANB) # P(A)P(B),

zato sta dogodka odvisna.
Vzemimo zdaj namesto A dogodek A’, da je vsota dveh metov 7. Dobimo
pay=2 puanp ==
36 36
Dogodka sta zacuda neodvisna. V tem primeru namre¢ ni nujno, da je prui
met manj kot 6 kot pri dogodku A. Pri A’ lahko vriemo karkoli pri prvem
metu in nam to ne pove nic o koncéni vsoti, pri prejsnjem primeru pa nam.

Definicija 3. Pogojno verjetnost, da se zgodi A, ¢e se zgodi B, izracunamo

po predpisu

pa|p) = 2405 (];4(;;9)

Omenimo Se pojem disjunktnosti dogodkov.

Definicija 4. Dogodka A in B sta disjunktna, ce je njun presek prazna
mnozica
ANB=0.

Vennov diagram za dva neodvisna dogodka vidimo na sliki 1.

U
A * B

Slika 1: Shematicni prikaz disjunktnih dogodkov A in B [4].

Kot preprost zgled navedimo met kocke, kjer je dogodek A met stevila 5
in dogodek B met stevila 4. Verjetnost, da se oba dogodka zgodita istoc¢asno,
je enaka 0.



3 Nekaj o matrikah

Matrika je pravokotna razpredelnica elementov oziroma Stevil. Uporabna
je za zapis podatkov, a ko na matrikah definiramo Se neke operacije, npr.
sestevanje in mnozenje, opazimo Sirino njihove namembnosti.

Matrike so torej tabele sestavljene iz m vrstic in n stolpcev. V naSem
primeru bodo elementi matrike z intervala [0, 1], zato lahko za matriko A
velikosti m x n pisemo A € [0, 1]™*™.

Z, matrikami lahko izvajamo razlicne matematicne operacije. Kot prvo
pokazimo, kako sestejemo matriki A, B € R™*™. Naj bosta

ayl ... Qip bii ... b,
A=+ -~ |, B=|:1 -~ 1|,
(1 Cn b1 brn
potem je
ajp +bi1 ... ap+bi,
A+ B = : :
Am1 + b1 oo Qn + b

Matrike torej sestevamo tako, da seStejemo istolezne elemente.

Nekoliko zahtevnejsa operacija pa je mnozenje. Matrike mnozimo tako,
da med seboj skalarno mnozimo ustrezne vrstice in stolpce matrik. Naj bosta
matriki A in B taki kot prej. Potem je produkt AB oblike

11 ... Cip
C=AB=
Cml --- Cmn
kjer vrednosti ¢;; izracunamo po enacbi:

n

Cij = by + Qioboj + ... + Ainby; = E :aikbkﬂ"
k=1

Vrednost ¢;; je torej skalarni produkt i-te vrstice in j-tega stolpca.

4 Markovske verige

Ruski matematik Andrej Andrejevic Markov (1856-1922) je deloval na po-
drocjih teorije Stevil, verjetnosti in matematic¢ne analize. Po njem so poime-
novani Stevilni matematic¢ni pojmi, med drugim tudi Markovske verige.



Definicija 5. Zaporedje slucajnih spremenljivk Xo, X1, Xs, ... je Marko-
vska veriga, ce uposteva lastnost Markova. To pomeni, da mora za poljuben
n € N veljati

P(Xn = xann—l =Tp-1y--- 7X0 = l'()) = P(Xn = mn|Xn—1 = xn—l)-

Za vsak n € N definicija pravi, da je verjetnost, da bomo po n korakih
v stanju x,, odvisna le od stanja x,_q, vse predhodne korake pa lahko po-
zabimo. Zgodovina prehodov med stanji pred prihodom v trenutno stanje
torej ne sme vplivati na verjetnost prehoda v naslednje stanje.

V definiciji smo omenili tudi slu¢ajne spremenljivke. To so mate-
maticni objekti, katerih vrednost je odvisna od nekega sluc¢ajnega procesa.
Ta proces bomo v primeru Markovskih verig hitro razumeli.

Markovsko verigo predstavimo z mnozico moznih stanj S, prehodno ma-
triko P in zacetno porazdelitvijo po. V tem primeru bomo imeli zaporedje
sluc¢ajnih spremenljivk Xy, X, Xo, ..., ki bodo odvisne od slucajnega procesa
prehajanja po stanjih iz S. Za nek ¢ € N slucajna spremenljivka X; torej
pove, v katerem stanju iz S se nahajamo po ¢ korakih, verjetnost, da pridemo
v neko stanje, pa je odvisna le od predhodnega stanja.

Povejmo Se, kaj je verjetnostna porazdelitev neke slucajne spremenljivke.

Definicija 6. Verjetnostna porazdelitev doloca verjetnost, da slucajna
spremenlyivka zavzame neko vrednost. Za slucajno spremenljivko X z wvre-
dnostmi v {1,2,...,n} in porazdelitvijo p = (pi1, o, U3y - - - 5 fhn), px € [0,1]
zake{1,2,...,n}in > _, =1 velja

P(X =k)=m, ke{l,2,...,n}. (1)

Enacbo (1) preberemo kot: “Verjetnost, da slucajna spremenljivka X
zavzame vrednost k, je py.”

Oglejmo si primer, ki modelira prehajanje astronavta med prostori ve-
soljske ladje.

Zgled 4. Astronavt sedi na hodniku vesoljske ladje, ki krozi okoli Marsa.
Hodnik je sestavljen iz stirih odsekov, ki so krozno povezani. Astronavt vsakih
pet minut zamenja odsek, v katerem sedi, ali pa ostane na mestu.

Delez moznosti, da gre v odsek pred njim, je 0.7, da se premakne en odsek
nazaj 0.2 in da ostane v istem odseku 0.1. Sprehod zacne v prvem odseku.
Izjema je drugi odsek, za katerega velja, da je delezZ moznosti, da gre v odsek
pred njim 0.3, da se premakne nazaj 0.3 in da ostane v istem odseku 0.4.



Mnozica S = {1,2,3,4} je torej mnoZica stanj, sledeée pa prehodna matrika

0.1 0.7 0 0.2
p_ 03 04 03 0
0 02 01 0.7
0.7 0 02 0.1

Za neka i,j € {1,2,3,4} element p;;, tj. i-ti element j-tega stolpca,
predstavlja verjetnost prehoda iz i-tega v j-ti odsek. Z drugimi besedami, ce
smo v i-tem odseku, ugotovimo moznost dogodka prehoda iz tega odseka v

Vidimo, da je verjetnost dogodka razlicna glede na trenutno stanje in
neodvisna od zgodovine stanj, zato lahko proces predstavimo kot Markovsko
Verigo.

Zanima nas, kaksna je porazdelitev stanja poloZaja astronavta po treh
korakih, torej porazdelitev slucajne spremenljivke Xsz. Zaradi preglednosti
zapisa bomo to izpeljali na matriki dveh stanj, za vecéje matrike je rezultat
podoben.

Porazdelitev po n korakih dobimo tako, da zac¢etno porazdelitev mnozimo
z n-to potenco prehodne matrike. Oglejmo si to na primeru n = 3 za matriko
P € [0,1]**2. Oznacimo

p— P11 P12
P21 P22
in dobimo
[GIENG)!
P =" PR
DPo1 Dag
kjer so

pﬁ) = P11P11P11 + P11P12P21 + P12P21P11 + P12P22Po1,

Pg) = P11P11P12 + P12P21P12 + P12P22P22 + P11P12D22,

pfi) = P22P22P21 + P21P12P21 + P21P11P11 + P22P21P11,
(3) _
Pog = P2aP22P22 + P2aP21P12 + P21P12P22 + P21P11P12-

Vidimo, da se v vsakem polju matrike nahaja sestevek verjetnosti vseh
moznih poti od stanja ¢ do stanja j. Element prve vrstice in prvega stolpca
(tj. element pﬁ)) predstavlja vsoto verjetnosti Stirih poti. Prvi seStevanec
predstavlja pot, pri kateri trikrat preidemo iz stanja sami vase, tj. X, =
1,X; =1,X5 =1, X3 = 1, drugi sestevanec zaporedje slucajnih spremenljivk
Xo=1,X;=1,X, =2 X3 =1 in ostala sestevanca podobno. Te verjetnosti
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lahko sestevamo, ker so posamezni izidi — v tem primeru poti dolzine 3 — med
seboj disjunktni dogodki.
Zanima nas, kako bi na tej podlagi pridobili odgovor za 3 korake. Ce je

04 0.6
b= {0.95 0.05}’

dobimo
3 _ [0.548500 0.451500}

0.714875 0.285125

Razberemo lahko, da je verjetnost, da bomo po treh korakih prisli iz
stanja 1 nazaj v stanje 1 enaka 0.5485.
Oglejmo si porazdelitev s posebnim imenom.

Definicija 7. Stacionarna porazdelitev Markovske verige s prehodno ma-
triko P je taksna porazdelitev 7, ki zado$ca pogoju

7P =.

Ce je torej trenutno stanje predstavljeno s stacionarno porazdelitvijo,
se verjetnostna porazdelitev po enem koraku ne spremeni. Stacionarne po-
razdelitve imajo pomembno vlogo pri analizi Markovskih verig, najprej pa
podajmo Se nekaj definicij, ki bodo prostor Markovskih verig dovolj skréile.

Naj bo M Markovska veriga s prehodno matriko P in mnozico stanj S.
Potem pripadajoci usmerjeni graf G, definiramo kot

G, =(S,i—j;P; > 0).
Definicija 8. Markovska veriga je pertodiéna, ce je
ged(|C; C cikel v G,) > 1,
kjer je ged oznaka za najvecji skupni delitelj (angl. greatest common divisor ).

Definicija 9. Krepko povezan graf je graf, v katerem obstaja usmerjena
pot med dvema poljubnima tockama. Markovska veriga je krepko povezana,
ce je pripadajoci graf G, krepko povezan.

Izrek 1. Naj bo M Markovska veriga s prehodno matriko P in mnoZico stanyj
S. Ce je M krepko povezana in neperiodicna, velja:

e )M ima enolicno stacionarno porazdelitev T,

o lim, .., uP™ = 7, kjer je u poljubna zacetna porazdelitev in n stevilo
korakov.



Izrek nam pove, da je verjetnost, da se po dolgo casa znajdemo v stanju
1, enaka 7;, pri cemer je m; i-ti ¢len stacionarne porazdelitve w. Prav tako je
delez prezivetega casa v stanju ¢ na dolgi rok enak ;.

Recimo zdaj se, da je povprecno Stevilo korakov med nekima zaporednima
obiskoma stanja i enako h;;. Ce to “povprecno sliko” skiciramo, vidimo, da
smo v k-tem koraku v stanju ¢, nato sledi h;; — 1 stanj razliécnih od 7, nato
pa pridemo nazaj v stanje ¢, potem spet sledi h;; — 1 stanj razli¢nih od 7 in
tako naprej. Opazimo, da smo na dolgi rok v hiu korakih v stanju i. Velja
torej enakost

5 MaRSovski problem

Vrnimo se zdaj k za¢etnemu problemu 1.

Z. MaRSovskim problemom smo se spoprijeli z uporabo matrik. Mozni
stanji pri tem problemu sta Marsovec in Zemljan. Prehodno matriko smo
oznacili s P. V tej matriki p;; predstavlja verjetnost, da za Zemljanom stoji
Zemljan, pio verjetnost, da za Zemljanom stoji Marsovec, po; verjetnost,
da za Marsovcem stoji Zemljan, pos pa verjetnost, da za Marsovcem stoji

Marsovec. Dobimo torej
P P I
P { 1 12] _ {% }
P21 P22 5

Markovsko verigo lahko predstavimo tudi z naslednjim grafom:

[SA =N (oY)

0.75

T

0.25 Zemljan Marsovec 0.80

'\/

0.20

Slika 2: Predstavitev Markovske verige z utezenim usmerjenim grafom.

V zgledu 4 smo raziskali, kako ugotoviti porazdelitev po konénem stevilu
korakov n. V spodnjem rac¢unu so vneSene vrednosti, zastavljene v MaRSo-
vskem problemu. Za n = 3 dobimo



p_ {0.25 0.75} . pi_ {0.210625 0.789375
0.2 08 0.210500 0.789500]

Vidimo, da je veriga neperiodi¢na, saj vsebuje zanke, je tudi krepko po-
vezana, saj lahko za Zemljanom hodi Marsovec in obratno. Da bi ugotovili
delez posameznih vrst osebkov, se lahko posluzimo uporabe izreka. Pois¢imo
torej stacionarno porazdelitev. Veljati mora naslednji pogoj:

[351 fBz]P = [331 5132],

kjer vektor [x; x3] predstavlja Se neznano stacionarno porazdelitev. Pri
tem x, predstavlja delez Zemljanov, xo pa delez Marsovcev.
Dobimo sistem treh enacb z dvema neznankama:

T1 = T1P11 + Tapo,
Tog = T1P12 + TaPoo,

1 =21+ x9.
Iz druge in tretje enakosti sledi:

1 — 2 =x1p12 + (1 — 21)pa2

I —x1 = x1p12 + P22 — T1pa2

I —p2 =21+ 21p12 — T1p22
1 —pao

r=—"
1+ pi2 — pa

Ce vstavimo podatke iz MaRSovskega problema, dobimo:

1 —pa
r =
1+ pio — p2o

1-08
=
YT 15075208
4 15
=19 T g

Delez Marsovcev na stezi je torej %, delez Zemljanov pa 1%. S tem smo
resili zastavljeni problem.
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6

Zakljucek

Motivacija za obravnavo Markovskih verig je bil MaRSovski problem, ki ga
nismo znali resiti z nam ze znanimi metodami. Spoznali smo torej Markovske
verige in pojem stacionarne porazdelitve ter nato zlahka resili na prvi pogled
tezek problem.
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