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Povzetek
Ukvarjali se bomo z Mdbiusovimi transformacijami. To so presli-
kave v kompleksni ravnini s tocko v neskon¢nosti, ki ohranjajo kroznice
in premice. Obravnavali bomo tudi stereografsko projekcijo, ki slika
tocke s sfere na ravnino.

1 Uvod v kompleksna stevila

Preden zac¢nemo z obravnavo Mobiusovih transformacij, si poglejmo komple-
ksna Stevila.

Osnovni element mnozice kompleksnih stevil je imaginarna enota, ki jo
oznacujemo z i. Dolo¢ena je z zvezo i2 = —1. Uporablja se pri zapisovanju
kompleksnih stevil. Kompleksno stevilo je sestavljeno iz dveh komponent, in
sicer iz realne, ki jo obi¢ajno oznac¢imo s spremenljivkama x ali a, in imagi-
narne, ki se jo obicajno oznaci s spremenljivkama y ali b. Ti dve komponenti
sta realni stevili. Kompleksno stevilo z realno komponento z in imaginarno
komponento y zapisemo kot

z=x+1y,



mnozico kompleksnih Stevil pa oznac¢imo s
C={zr+iy|z,yeR}

Konjugirana vrednost kompleksnega Stevila z je Stevilo, ki ima enako
realno in nasprotno imaginarno komponento. Oznadi se z z. Lastnosti ko-
njugirane vrednosti so

Z-w=2z- W,

ny 1
G)=%
z + zZ = 2Re(z).

Geometrijsko operacija konjugiranja predstavlja zrcaljenje ¢ez realno os.

Absolutna vrednost kompleksnega stevila je oddaljenost tocke, ki pred-
stavlja to kompleksno stevilo, od koordinatnega izhodisca. Absolutna vre-
dnost Stevila z = a + b je tako ravno dolzina krajevnega vektorja tocke z.

[zracunamo jo kot
|z| = Va? + b2

Navedimo nekatere lastnosti:

lz|" =z z,
z -z = Re(2)* + Im(2)?,
2| =[]

1.1 Sestevanje in mnozenje kompleksnih Stevil

Kompleksna stevila sestevamo tako, da posebej sestejemo realni in posebej
imaginarni komponenti.

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+i(b+d)

Pri sestevanju upostevamo komutativnost in asociativnost. SesStevanje kom-
pleksnih Stevil geometrijsko ustreza sestevanju vektorjev. Ce sestejemo kom-
pleksni stevili z in w, je njuna vsota ravno krajevni vektor tocke z + w.

Kompleksna stevila mnozimo tako, kot mnozimo dvoclenike, zraven pa se
upostevamo, da je i2 = —1.

(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + i(bc + ad)
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Pri mnozenju dveh kompleksnih Stevil se njuni absolutni vrednosti zmnozita,
kota, ki ju oklepata krajevna vektorja teh stevil z realno osjo, pa se sestejeta.

w=lwle
t =lale

(p.pa

Slika 1: Mnozenje kompleksnih stevil.

Ker je v—1-v/—1 = —1, velja

P2 =—1,
i3 = —i,
it=1

Kompleksno stevilo lahko zapisemo tudi v polarni obliki. Za ta zapis
moramo vpeljati kot ali argument kompleksnega Stevila. Argument ¢ kom-
pleksnega stevila z je velikost kota med pozitivnim poltrakom realne osi ter
poltrakom skozi izhodis¢e in tocko z, merjenega v pozitivni smeri. Ob tem
imamo tudi Eulerjev zapis

z = |z| (cosp +isin ).

Poseben primer tega je Eulerjeva formula €™ 4+ 1 = 0.

1.2 Kompleksna ravnina

Kompleksna stevila lahko predstavimo kot tocke v kompleksni ravnini. Ste-
vilo z = x + iy predstavimo s tocko (x,y). Abscisno os imenujemo realna os
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in jo oznac¢imo z Re, ordinatno pa imenujemo imaginarna os in jo oznac¢imo
z Im.
Realna komponenta kompleksnega stevila je enaka

Re(z):x:Z;Z, (1)
imaginarna pa
(=) =y = = @)
mi\z = =
Y=g

Poljubno premico v ravnini znamo opisati z enacbo ax + by = c. Za
nadaljevanje pa bo koristno izpeljati predpis za enacbo premice, v kateri bo
nastopala kompleksna spremenljivka z = x + y. i

Ce enacbi in vstavimo v enacbo za premico, dobimo a(*%) +
b(%57) = c. Iz tega izpeljemo

az+az bz —0bz
2 + 21

i(az 4+ az) + bz — bz
2i

i3(azi + azi + bz — bZ)

2

az +az —bzi + bzi
2

z(a — bi) + Z(a + bi)
2

_&z~|—a2
2

V zadnji vrstici smo uvedli oznako o = a+bi. Opazimo, da je na desni strani
ravno realni del stevila az, zato je z enacbo

Re(az) = ¢

dolocena premica v kompleksni ravnini.

Kroznica je definirana kot mnozica tock, ki so enako oddaljene od nekega
sredisca. Enacba kroznice v kompleksni ravnini s sredis¢em v tocki o in
polmerom r > 0 se zapise kot

|z —a| =1



2 Stereografska projekcija
Naj bo S? enotska sfera v R3, podana kot mnoZica tock
§*={(v,y,2) eR* | 2” + 9 + 2" = 1},

Ta sfera ima sredisc¢e v izhodis¢u koordinatnega sistema, njen polmer pa je
enak 1. Radi bi poiskali preslikavo ¥, ki bijektivno slika tocke s te sfere na
ravnino R? x {0} = {(x,,0) | z,y € R}.

Najprej obravnavajmo primer v dveh dimenzijah. Naj bo
St ={(z,y) eR’ | 2” +y* =1}

enotska kroznica in V' tocka v ravnini s koordinatami (0, 1). Potegnimo pol-
trak z izhodis¢em v V' skozi poljubno toc¢ko T'(x,y), pri ¢emer T' # V', na
enotski kroznici. Presecisce tega poltraka z abscisno osjo oznac¢imo s 77(r, 0).
Zdaj bomo poiskali predpis preslikave W, ki slika 7"+ T".

Naj bo O izhodis¢e koordinatnega sistema in Y tocka (0,y) na ordinatni
osi.
V(o,1)

T(x,v)
Y(o,y)

Qo0 (x,0)

Slika 2: Stereografska projekcija v dveh dimenzijah.

Zaradi vzporednosti daljic YT || OT" je ZTYV = ZT'OV = 90°. Ker
velja tudi ZYVT = ZOVT’, imata trikotnika AVY T in AVOT’ vse tri kote
enake in sta podobna. Iz tega sledi




od koder dobimo .

V dvorazseznem primeru je torej predpis take preslikave

(z,y) — (&,0) :

Iz enacbe je razvidno tudi, da gre r v neskoncnost, ko gre y proti 1.

r

Izpeljimo Se predpis tovrstne preslikave za trirazsezni primer, za katerega
se izkaze, da ni bistveno bolj zapleten.

Naj bo V vrh sfere S? s koordinatami (0,0, 1) in T'(x,y, z) tocka na sferi,
razlicna od V. S T"(2',y/,0) ozna¢imo tocko, v kateri poltrak z izhodis¢em
v V, ki gre skozi T, seka ravnino R? x {0}. Oznacimo Se tocki A(0,0,z) in
0(0,0,0) ter r = a2 + y? in v’ = /22 + 2.

Kot v dvorazseznem primeru opazimo LT AV = ZT'OV = 90° zaradi
vzporednosti daljic AT || OT" ter ZAVT = ZOVT", iz ¢esar sledi podobnost
trikotnikov AV AT in AVOT’. Od tod dobimo

11—z 1
r r’
, r
r = )
1—2

Tocka T" tako lezi na poltraku v smeri vektorja (x,y,0) in razdalji " od
izhodisca, zato bo

(z,9,0) 1
VT2 11—z
(z,9,0)
2

= normiran vektor, ki doloca smer. Tako smo prisli do

T'(z",y',0) =1 (z,y,0),

pri cemer je
predpisa za preslikavo W.

Definicija 1. Stereografska projekcija je preslikava ¥ : S*\ {V} —
R? x {0}, podana s predpisom

(x,y,z)»—>< z J 0).

1—2"1-2'

Ta preslikava slika vse tocke s sfere S?, razen V, na xy-ravnino. Spet pa
vidimo, da gre T” proti neskon¢nosti, ko se tocka T priblizuje vrhu V. Tocka
V' bi se torej slikala v neskoncnost, toda v kompleksni ravnini nimamo tocke
v neskoncnosti. Tako pridemo do naslednje definicije.



Slika 3: Stereografska projekcija v trirazseznem prostoru.

Definicija 2. Riemannowva sfera C=Cu {oo} je kompleksna ravnina,
ki vsebugje tudi tocko v neskoncnosti.

Naslednja trditev nam pove, da lahko tocke na Riemannovi sferi bijek-
tivno identificiramo s tockami enotske sfere, kar pojasni to poimenovanje.

Trditev 1. Preslikava ® : S? — @, podana s predpisom

x Y . 1
@(x,y>z):{1z+llz’ ¢ F

00; z=1"
je bijektivna.

Dokaz. Dovolj je pokazati, da ima & inverz. Ta je podan s predpisom

Oz +iy) = (22, 2y, 2> +y* — 1),

2 4+y?+1
pri Cemer je ®~(o0) = (0,0,1). Prepricati se moramo, da je ®~' res inverz
preslikave ®. Veljati morata enakosti ® o @ = id in ® ' o ® = id, ki ju
preverimo z ra¢unom.

, 21 2y 2 +y? -1
Pod Nz +iy) = ; ;
( @ +iy) <x2+y2+1 PP+l 2P+ 1
2 212 2 2y2
_ PR
z24+y2+1 x24+y2+1

=r+1y



(@_loq))(x,y,z)zcb_l( R )

11—z Zl—z
B 1 <2x 2y
X244 V241\1—2"1—2

,X2+Y2—1>

Tu smo z X in YV oznacili X = %5 ter Y = 5. Upostevamo Se, da je
22 +1y? + 22 = 1 in dobimo

_ 1—2/ 2z 2y 2z
O lod . ( )
= (z,y, 2).

Ker veljata enakosti (Po® 1) (z+iy) = z+iy in (P~1o®)(z,y, 2) = (1,9, 2),
je @71 res inverz preslikave ®. Iz tega sledi, da je preslikava ® bijektivna. [J

3 Mobiusove transformacije

Definicija 3. Naj bodo a,b,c,d € C, da velja
ad —bc #0 .

Preslikava ¢ : C— @, podana s predpisom

az+b

Hi
: cz+d’

se imenuje Mobiusova transformacija ali ulomljena linearna presli-
kava.

Opomba 1. Ce je ad = bc, je bodisi a = b = c = d = 0, bodisi je vsaj eden
od koeficientov razlicen od 0. Zaradi simetrije izraza ad — be lahko brez skode
za splosnost prepostavimo d # 0. Potem imamo

1z cesar sleds

Yaetb M bz +d) b
cz+d cz+d  dlez+d)  d

Taka preslikava je torej konstantna.




d a

Definirajmo Se ¢ (_E) = 00 in p(00) = ¢ v primeruy, ko je ¢ # 0. Ce je

¢ =0, pa imamo ¢(00) = 0.

V primeru, ko je ¢ # 0, je pol te preslikave —g, ko pa je ¢ = 0, je pol

preslikave oo.

Ulomljeno linearno preslikavo dolo¢ajo dani a,b,c,d € C. Ce vsakega

pomnozimo z istim nenic¢elnim A € C, opazimo, da dobimo enako preslikavo

az+b_ Aaz + Ab

SD(Z):cz—l—al_ e+ M’

zato lahko predpostavimo, da velja ad — bc = 1.
Trditev 2. Poljubna Mdbiusova transformacija je bijektivna preslikava.
Dokaz. Naj bo ¢ : C — C Mébiusova transformacija s predpisom

az+b
cz+d

p(z) =

Dovolj je pokazati, da ima ¢ inverz. Oznac¢imo w = @(z). Inverz ¢! je

podan s predpisom
_ —dz+b

—1
0™ (2) p—

Potem z rac¢unom pokaZemo, da je (¢! o ¢)(z) = 2 za vse z € C.

(pop)(z) = ¢! (az + b)

cz+d
az+b
_d (£2) + b
az+b
c (ﬁ) —a
—d(az+b)+b(cz+d)
o cz+d
“ claz+b)—a(cz+d)
cz+d

—daz — db+ bcz + bd
caz + cb —acz — ad
z(be — ad)

bc — ad

=2z

Analogno pokazemo 3e, da je (¢ oo 1)(2) = z za vse z € C.

Trditev 3. Kompozitum Mdbiusovih transformacij je Mdbiusova transfor-

macuja.

O



Dokaz. Naj bosta ¢, : C — C Mébiusovi transformaciji, podani s predpi-
soma

az+b az+ [
S0(z>_c,z—|—cl o w(z)_’yz—iré'
Potem je
az+ 0 ac + by)z 4+ aff + b
(pow)(2) = ¢ - laath) ,
vz + 6 (ca+dy)z+cB+dod
torej je tudi ¢ o ¢ Mobiusova transformacija. 0J

Trditev 4. Za vsake tri razlicne tocke z Riemannove sfere obstaja Mobiusova
transformacija, ki jih preslika v poljubne tri razlicne tocke z Riemannove
sfere.

Dokaz. Naj bodo a, 3, tri razlicne tocke v C. Najprej pokazimo, da obstaja
Mobiusova transformacija ¢ : C — C, ki slika

a—0, B—1, v+ o0.
To dosezemo s preslikavo

oz)=b71 270

f—a z—v

Ce so o, B, poljubne druge tri razlicne tocke v C in je ¥ Mobiusova
transformacija, ki slika

a0, B—=1 ~ oo,
potem je 1! o ¢ iskana Mobiusova transformacija, ki preslika
a—ao, =B, y=o. O

Trditev 5. Vsaka Mdbiusova transformacija je kompozicija naslednjih treh
preslikav:

« sulni razteg: p,(z) = az za a € C\ {0},

« vzporedni premik: 753(z) = 2z + [ za § € C,

« inverzija: 1(z) = 1.

Dokaz. Dokazati zelimo, da lahko preslikavo ¢(z) = % zapisemo kot kom-
pozitum transformacij p,, 75 in ¢ za a« € C\ {0} in g € C. Pokazali bomo,
da lahko samo s kompozicijami teh preslikav izrazimo .

Loc¢imo primera ¢ # 0 in ¢ = 0.
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« Ceje ¢ # 0, lahko zapisemo

Pe Td L 1 pb—% b_
2 cz——cz+d—> | 5
cz+d cz+d
ad
Ta b— g:az—f—b: (2)
cz+d ¢  cz+d e
. Cejec:O, pa imamo
pe g Tt g +b (2)
Z " —z 3 —z2 4+ — = p(2).
d A7

Tako dobimo
© =Ta Oy ad OLOTYO P,
kadar je ¢ # 0, in
Y =TL0ps

v primeru, ko je ¢ = 0.

O

Izrek 1. Mdobiusove transformacije slikajo premice in kroZnice v premice in

kroznice.

Dokaz. Po trditvi |5| je vsaka Mobiusova transformacija kompozitum vzpo-
rednih premikov, suc¢nih raztegov in inverzije. Vzporedni premik in sucni
razteg ocitno ohranjata kroznice in premice, zato zadosca trditev pokazati

samo za inverzijo.
Najprej obravnavamo premice. Naj bo ¢(z) = i =

w in {z € C |

Re(az) = b} premica v kompleksni ravnini. Slika te premice z inverzijo ¢

je mnozica

{wecum@i>=@.

Poglejmo si, kaj nam pove pogoj

1
Re(az) = Re <a) =
w
Vemo, da velja
z+z
Re(z) = 5
Iz tega sledi
Tl

Zdaj lo¢imo dva primera.
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« Ceje b=0, imamo
aw +ow = 0 = Re(aw),

torej se premica slika v premico.

o Ce je b # 0, se spomnimo enacbe kroznice |z — 3| = r. To enacbo

kvadriramo in dobimo

|2 — Bz — Bz + |8 =12

Enacbo (3]) lahko tedaj preoblikujemo v podobno obliko, iz katere lahko

razberemo sredisce in radij kroznice, ki jo ta podaja.

O{lU+0aU_|w|2

26 2b

- 5=]a
2b|  |2b

Vidimo, da se v tem primeru premica slika v kroznico s sredis¢em v

in radijem ‘2% . Ta kroznica ocitno poteka skozi koordinatno izhodisce.

Obravnavajmo Se kroznice. Naj bo ¢(z) = 1

enacbo |z — a| = r, se z inverzijo ¢ preslika v mnozico

{wECwi—a‘:r}.

Podobno kot prej si oglejmo, kaj nam pove pogoj |z — «| = r. Imamo

12 1

‘ —a— —a=+|a* =7,

w w o w

1 —aw — aw + |a]*|lw* = r?|w]?,

1 —aw — aw + [w]*(Ja)®* —r?) = 0.

Spet lo¢imo dva primera.

o Cejer? =|al? imamo

ow 1
ozw—;—ozw =5= Re(aw).

= w. Kroznica, podana z

Vidimo, da se kroznica, ki poteka skozi izhodisce, preslika v premico,

ki ne poteka skozi izhodisce.
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o Cejer? # |al?, pa imamo

9 a o} 1
- — =0
[l af2 — 2 af2 — 2 + |2 — 72

in opazimo, da ta enacba podaja kroznico. Ce definiramo

5 o

o -

in na obeh straneh enacbe pristejemo \5|2, dobimo

2 2
. r
()

r

Q

|w‘|w2—ﬂ

Q

|w‘wM2—ﬂ aff =7

To je ravno enacba kroznice s srediscem v (3 in radijem “042%72

Skupaj od tod sledi, da Mobiusove transformacije res ohranjajo premice in
kroznice.

o Premice, ki potekajo skozi izhodisce, se preslikajo v premice skozi iz-
hodisce.

o Premice, ki ne sekajo izhodisca, se preslikajo v kroznice, ki potekajo
skozi izhodisce.

» Kroznice, ki potekajo skozi izhodisce, se preslikajo v premice, ki ne
sekajo izhodisca.

» Kroznice, ki ne sekajo izhodisca, se preslikajo v kroznice, ki ne sekajo
izhodisca. 0

Primer 1. Naj bosta €2 in D mnoZici tock

Q={zeC||z—1i]>11n|z—2i| <2},
D={2eC|0<Im(z) <}

Poiscimo Mdbiusovo transformacijo p, ki obmocje ) preslika v D.
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Po definiciji ima taka preslikava predpis

az+b
cz+d

p(z) =

Ker je ad — be # 0, lahko brez skode za splosnost predpostavimo ¢ = 1, torej
je
_az+b
Plz) = z+d’

Zaradi trditve {4 vemo, da za vsake tri tocke obstaja Mdbiusova transfor-
macija, ki jih preslika v poljubne tri tocke. Zato je dovolj poiskati, kam se
preslikajo neke tri tocke. Opazimo, da se kroznici |z —2i| =2 in |z —i| =1
preslikata v vzporedni premici Im(z) = 7 in Im(z) = 0. Obmodje, ki ga
omejujeta kroznici, se zato preslika ravno v obmocje, ki ga omejujeta ti dve
premici, torej v pas D.

Zdaj imamo 0 — oo, 27 — 0 in 45 — m. Ce to vstavimo v predpis za
preslikavo ¢, dobimo a = 27i,b = 471 in d = 0, torej je predpis preslikave

B 2miz + 4w
— . )

o(2)

Slika 4: Primer Mébiusove transformacije.
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