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Povzetek

Sprasevali smo se, kako Steti dlje od neskonénosti, zato smo se v
projektu posvetili ordinalnim Stevilom. Zanje smo definirali racunske
operacije in si ogledali pravila za racunanje z njimi.

1 Uvod

Vsi smo ze slisali za neskoncnost. Vendar ali ste vedeli, da lahko Stejemo se
dlje? Da lahko neskonc¢nosti sestevamo, mnozimo in potenciramo? Nam so
pri tem pomagala ordinalna Stevila, za katera pa marsikdaj veljajo zanimiva
pravila. Pri nasem projektu smo raziskovali ta Stevila in njihove lastnosti,
jim dolocili pravila za ra¢unanje in se v ra¢unanju tudi preizkusili.

2 Naravna struktura

Za zacetek smo se vprasali, kako bi definirali naravna Stevila, ki so se v naSem
projektu zacela z niclo. Ogledali smo si, kaj je naravna struktura.



Definicija 1. Naravna struktura je mnoZica N skupaj z izbranim elemen-
tom O in funkcijo S : N — N. V njej velja:

e OeN,

e S je operacija naslednika, za katero velja
S(n)=S(m)=n=m (injektivnost)
m
Vne N :S(n)# 0.
Velja tudi nacelo indukcije, ki pravi, da za vsako mnozico X, za katero je:
e Ve X in
e za vsak n € N velja implikacijan € X = S(n) € X,

sledi, da je N C X.

Mnozica naravnih Stevil je primer naravne strukture. Ni pa edina, saj
tudi v mnozici sodih stevil in mnozici {{},{{}}, {{{}}},...} prepoznamo
naravno strukturo.

2.1 Operacije v mnozici N

Operacije v mnozici naravnih Stevil so definirane rekurzivno na naslednji
nacin.

e Sestevanje: m+0=m in m+S(n)=S(m-+n).
e Mnozenje: m-0=0 in m-S(n)=m-n+m.

e Potenciranje: m° =1 in  m%™ =m".m.

2.2 Indukcija

Da smo indukcijo in njen pomen pri dokazovanju trditev na naravnih stevilih
bolje spoznali, smo si ogledali naslednja primera.

Primer 1. Denimo, da zelimo izracunati vsoto prvih n naravnih stevil.
Rezultat uganemo s pomocjo nizkih primerov in ga dokazemo z indukcijo.
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Pri bazi indukcije n = 0 velja
0=0.

Za indukcijski korak predpostavimo, da enakost velja za n, in jo zelimo po-
kazati za n + 1. Dokazujemo
n+1)-(n+2)

1+424+3+---+n+n+1= 5 .

Leva stran je po indukcijski predpostavki enaka

n~(n—|—1)+n+1:n~(n+1)+2~(n+1) _ (n+1)-(n+2)‘
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Primer 2. 7 indukcijo lahko dokazemo tudi resni¢nost naslednje neena-
kosti za vsa naravna Stevila, vecja od 0.
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Pri bazi indukcije n = 1 velja
> 1.

= =

Za indukcijski korak predpostavimo, da neenakost velja za n, in jo zelimo
pokazati za n + 1. Dokazujemo
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Leva stran je po indukcijski predpostavki vecja ali enaka od /n + \/nl?
Dokazimo, da je \/n + —— > v/n + 1.
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Zadnja neenakost velja za vsa naravna Stevila, vecja ali enaka 1.



3 Relacije

Relacija je zveza med elementi dane mnozice. Ogledali smo si primer binarne
relacije, ki se nanasa na dva elementa, oznacujemo pa jo z <. Naj bo M
poljubna mnozica. Relacija na mnozici M je definirana s tem, da povemo,
katere pare (a,b) iz mnozice M x M vsebuje. Torej tako, da povemo, za
katere a in b velja a < b.

3.1 Lastnosti relacij

Za relacije lahko veljajo razlicne lastnosti.
e Ce za vsaka elementa a,b € M velja
a<bANb<a = a=0D,
je relacija < antisimetri¢na.
e Ce za vse elemente a,b,c € M velja
a<bNb<c = a<cg
je relacija < tranzitivna.
o Ce za vsak element a € M velja
a < a,
je relacija < refleksivna.
e Ce za vsaka elementa a,b € M velja
a<bVb<a,
je relacija < sovisna.

Relacijo, ki je tranzitivna, refleksivna in antisimetri¢na, imenujemo delna
urejenost. V primeru, da je tudi sovisna, gre za linearno urejenost.

Za pomnozico X C M in element a € M smo vpeljali oznako za primer,
ko je a vecji od vseh elementov iz X.

X <a, ceveljaxr<azavsexreX



3.2 Meje mnozic

Na primeru intervala [1,3) smo si ogledali kaj sta minimalni in maksimalni
element ter kaj sta natan¢na spodnja in zgornja meja.

e Minimalni element intervala [1,3) je tak njegov element n, da za
vse m € [1,3) velja n < m.
V naSem primeru je minimalni element 1.
e Maksimalni element intervala [1,3) je tak njegov element n, da za
vse m € [1,3) velja m < n.
V nasem primeru maksimalnega elementa ni.
e Natancna spodnja meja intervala [1,3) je najvecje tako realno
stevilo, ki je manjse ali enako od vsakega elementa intervala [1,3).
V naSem primeru je natancna spodnja meja 1.
e Natan¢na zgornja meja ali supremum intervala [1,3) je naj-

manjse tako realno stevilo, ki je vecje ali enako od vsakega elementa
intervala [1, 3).

V naSem primeru je natancna zgornja meja 3.

4 Ordinalna stevila

7 vsem pridobljenim znanjem smo si na tem mestu lahko ogledali, kaj so

ordinalna Stevila. Prvo neskoné¢no Stevilo, ki ga dobimo, ¢e pois¢emo supre-

mum mnozice naravnih stevil, smo oznacili z w. To si lahko predstavljamo

tudi tako, da Stejemo naravna Stevila po vrsti (0,1,2,3,...) v neskonénost,

nato pa z operacijo supremum presko¢imo do w. Nato lahko spet Stejemo

naprej (w,w + 1,w+ 2,...) in dobimo Se naslednja ordinalna stevila.
Ordinalna stevila so natancno definirana na naslednji nacin.

Definicija 2. Ordinalna struktura je delno urejen razred Ord skupaj s
Stevilom 0 € Ord, funkcijo S : Ord — Ord in funkcijo sup : P(Ord) — Ord.
V njej velja:

e 0 je nagmanjsi element, torej

Vn € Ord:0<n,

e S je operacija naslednika, za katero velja

n < S(n) in n<m= SMn)<m,



e sup je operacija supremuma, kjer
VX COrd: X <supX

m
VX COrd, n€Ord: X <n=supX <n.

Velja tudi nacelo transfinitne indukcije, ki pravi, da za vsako mnoZico
X C Ord, za katero je:

e e X,
encX=2S5n)eXin

e Y C X =supY € X,
sledi, da je X = Ord.

Opazili smo, da so ordinalna Stevila zgrajena iz naravnih stevil, torej smo
razmisljali, da imajo lahko tudi podobne lastnosti. Pokazali smo, da njihova
urejenost ni le delna.

Trditev 1. Relacija < na Ord je linearna urejenost.

Dokaz. Prve tri pogoje linearne urejenosti ze imamo, saj je ordinalna struk-
tura po definiciji delno urejen razred. Zato moramo dokazati le Se sovisnost.
Fiksirajmo §tevilo a € Ord in s transfinitno indukcijo dokazimo, da za po-
ljuben b € Ord velja a < b V b < a. Definirajmo si Se tako mnozico X
elementov, za katero ta lastnost velja.

X={neOrd|n<aVa<n}

Najprej pogledamo primer, ko je b = 0. V tem primeru po definiciji vedno
velja 0 < a.

Potem naredimo indukcijski korak. Predpostavimo, da za nek b € Ord
veljaa <b V b < a. Dokazimo, da velja tudi a < S(b) V S(b) < a. Recimo,
da je a < b, potem velja a < S(b), saj je b < S(b). Sicer pa je b < a. Tu
dobimo dve moznosti. Ce je b = a, potem je a < S(a) = S(b). Ce pajeb < a,
potem je S(b) < a.

Sedaj naredimo Se supremum korak. Naj bo Y C X dokazimo da velja
tudi supY € X. Torej dokazujemo, da je supY < a V a < supY. Ce
v mnozici Y obstaja tak b, da velja a < b, potem po definiciji velja tudi
a < b<supV. Sicer za vse b € Y velja b < a. Iz tega po definiciji operacije
supremuma sledi supY < a.

Tako smo za mnozico X elementov, ki so v relaciji z a, pokazali vse tri
tocke nacela transfinitne indukcije. Sledi X = Ord, kar pomeni, da je relacija
< na Ord linearna. O]



Za vsako ordinalno Stevilo n smo definirali mnozico
In={ae€Ord|a<n}.

Dva primera tega sta | 3 ={0,1,2} in J w={0,1,2,...} =N,
S pomocjo te strukture lahko ordinalna Stevila razdelimo na dve skupini.

e Stevilo n je naslednisko, ¢e obstaja tak a € Ord, da velja S(a) = n.
Taksni stevili sta 3 in w + 1.

e Ce n ni naslednisko, je limitno. Tedaj velja n = sup | n. Primer je w.

5 Operacije

Na ordinalnih $tevilih lahko definiramo operacije. Natan¢neje smo si pogle-
dali sestevanje, mnozenje in potenciranje.

5.1 Sestevanje

Naslednja rekurzivna definicija postavi pravila za sestevanje:
e a+0=a,
o a+ S(b)=S(a+b),
e at+c=a+sup{b|b<c}
=sup{a+0b | b < ¢} za limitno stevilo c.

Ogledali smo si nekaj primerov seStevanja, kjer smo zgoraj nasteta pravila
uporabili in opazovali, kako se ta operacija obnasa na ordinalnih Stevilih.

w+1=Sw+0)
= S(w)

l+w=sup{l+0b|b<w}
=sup{l+n|neN}
=supN
=w
V zadnjem racunu smo upostevali dejstvo, da so ordinalna stevila, ki so
manjsa od w, ravno naravna Stevila.

Opazili smo, da seStevanje v ordinalnih stevilih ni komutativno, saj
veljal+w=w < S(w) =w+ 1.



5.2 Mnozenje
Pravila za mnozenje so sledeca:
e a-0=0,
e a-Sb)=a-b+a,
e a-c=a-sup{b|b<c}
= sup{a-b | b < ¢} za limitno stevilo c.

Zopet smo si ogledali uporabo teh pravil na nekaj primerih, pri ¢emer
smo morali biti pozorni na vrstni red ¢lenov v podobnih racunih.

2-w=sup{2-n|neN}
=supN

= Ww

w-2=w-14+w

=w+w

Zopet smo opazili, da je vrstni red ¢lenov pomemben. Tudi mnozenje ni
komutativno.

5.3 Potenciranje

Za potenciranje velja naslednje:

o a5 =qb.q,
e a° =sup{a’ | b < ¢} za limitno stevilo c.
Znova smo si ogledali nekaj primerov.
2 = sup{2" | n € N}
=supN

= Ww

Pri zadnjem primeru izraza ni bilo ve¢ mozno poenostaviti, saj velja ena-

kost w! = w® - w = w.



6 Pravila za racunanje

Na naravnih stevilih pri racunanju upostevamo dolocena pravila, vendar ni
nujno, da se ta nanasajo tudi na ordinalna. Kot smo ze lahko videli, je taksen
primer tudi komutativnost.

Izkaze se, da za ordinalna Stevila velja asociativnost

e (at+b)+c=a+(b+c),

e (a-b)-c=a-(b-c).

Pri distributivnosti velja pravilo
ea-(b+c)=a-b+a-c,

medtem ko izratun w+w =1-w+1-w# (1+1) -w =2 w = w pokaze, da
obratna distributivnost ne velja.
Za racunanje s potencami veljata pravili

° (CLb)C — ab-c7

b+c _ b c

® a -a- .

Ne velja pa pravilo (a 4+ b)¢ = a° - b°, kar lahko preverimo Ze z ra¢unom
W=wow=2929 £ (2.2)% =4¥ = w.

6.1 Primeri

Za konec smo si ogledali Se nekaj zanimivih primerov, ki so prikazali ra¢unanje
na ordinalnih Stevilih.
V prvem primeru smo si pomagali z asociativnostjo.

(wH+D)+w=w+(1+4+w)
=w+tw

Nato nas je zanimalo, kaj se zgodi, ko imamo na obeh mestih limitno
Stevilo, vendar je stevilo na desni vecje.

wWtwr=w-l4+w-w
=w-(14+w)

=W -w



V sledec¢em primeru, kjer je n € N, smo izraz poskusali poenostaviti, pri
cemer smo znova lahko uporabili asociativnost.

(wn+)+w+l)=w-n+ 1+ (w+1))
=w-n+((14+w)+1)
=w-n+ (w+1)
=wn+1)+1

V zadnjem primeru smo poizkusili poenostaviti izraz, v katerem bi pri na-
ravnih Stevilih uporabili obratno distributivnost, ki pa na ordinalnih Stevilih
ne velja.

W+ w=w+1) - (w-w)
=(w+1) w)w

Najprej smo izracunali izraz znotraj oklepaja.

(wW+1)-w=sup{(w+1)-n|neN}
=sup{(w+1)+(w+1)+ -+ (w+1) | neN}

. S
-~

n

=sup{fw+ (1+w)+(1+w)+--+(14+w)+1|neN}

. J

n—1
=sup{w+w+---+w+l|neN}

n

=sup{w-n+1|neN}
=sup{w-n | n € N}

:w2

Zadnjo menjavo supremumov smo opravili, ker lahko w - n + 1 vrinemo v
zaporedje s ¢leni oblike w - n. Na koncu smo dobljeno vrednost le Se vrnili v
zacetni izraz in dobili koncni rezultat.

(Ww+1) - w=ww=u

Na teh primerih smo prikazali uporabo pravil za racunanje na ordinalnih
Stevilih.
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