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1 Uvod

Nas MARSovski projekt v samem jedru vklju¢uje Banachovo skrcitveno nacelo,
zacene pa se s preprosto uganko. Pravokotnik razdelimo na 5 pasov razlicnih
barv, nato pa ga skréimo in poskusamo dobljeni pravokotnik postaviti na
prvotnega tako, da se enaki barvi ne dotikata.

Slika 1: Pravokotniik in skrcitev le-tega.

Ko nam po poskusanju naloga ni uspela, smo razmisljali o njeni izvedlji-
vosti. Ker je v primeru neresljivosti naloge to potrebno tudi dokazati, smo
zaceli postavljati temelje (osnovne definicije, ki smo jih potrebovali pri razu-
mevanju in dokazovanju problema). Ugotovili smo, da naloga ni resljiva, kar
smo na koncu tudi dokazali.

2 Osnovne definicije

Definicija 1. Metri¢ni prostor je mnozica M skupaj s preslikavo d : M X
M — [0,00), za katero velja:



e d(A,B) =d(B,A) za vsak A, B € M,
e d(A,B)=0 <= A= Bravsak A,B € M;
o d(A,B) <d(A,C)+d(B,C) za vsak A, B,C € M.

Preslikavo d imenujemo metrika in sicer posplosuje naso intuitivno pred-
stavo razdalje v ravnini in prostoru. Ko govorimo o metriki, lahko omenimo
tudi diskreten metri¢ni prostor.

Zgled 1. Naj bo M poljubna neprazna mnozica. Definirajmo preslikavo
d: M x M — [0,00) s predpisom

dm’B):{o, A=B

1, A#B

Enostavno se da preveriti, da je to zares metrika, vendar se v osnovi ne
sklada z naso intuitivno predstavo razdalje, saj so tocke, ki ne sovpadajo,
enako oddaljene. Dobljeni metricni prostor imenujemo diskretni metricni
prostor.

Zgled 2. Standardno metriko na R™ = {(x1, 2z, ...,z,);z; € R}, kjer sta
x = (21,22, ..., Ty) In y = (Yy1,Y2, ..., Yn ), definiramo kot:

V primeru n = 1 dobimo d(z,y) = \/(z — y)? = |z — y|.

Definicija 2. Zaporedje v metricnem prostoru M je preslikava a : N — M.
Cleni zaporedja so zaloga vrednosti preslikave a in jih oznacimo a(n) = a,.

Definicija 3. Zaporedje {a, }°°; v metricnem prostoru M konvergira k a €
My, ¢e vsaka okolica tocke a vsebuje vse a,, od nekega naprej, tj. ce za vsak
(Se tako majhen) € > 0 obstaja ng € Ny , da je d(a,,a) < € za vse n > ny.
Tocko a imenujemo limita zaporedja a,, oznacimo pa jo lim, . a, = a.

Zgled 3. Poglejmo si dve zaporedji v realnih Stevilih s standardno metriko,
ki konvergirata.

e Definirajmo zaporedje: a, = 1 + % To zaporedje konvergira, njegova
limita pa je lim,_,, a, = 1.



e Za 0 < g < 1 definirajmo zaporedje s predpisom a,, = ¢". To zaporedje
konvergira in njegova limita je enaka lim, ., a,, = 0.

Definicija 4. Zaporedje {a,}>2; v metricnem prostoru M je Cauchyjevo,
¢e za vsak (Se tako majhen) € > 0 obstaja ng, da je d(an,a,) < € za vse
n,m > ng.

Hitro lahko ugotovimo, da je vsako konvergentno zaporedje hkrati tudi
Cauchyjevo, obratno pa ni nujno res. Oglejmo si racionalna stevila z metriko
d(zx,y) = |z — y|. Protiprimer je zaporedje racionalnih priblizkov stevila v/2
pri katerem je vsak naslednji ¢len bolj natancen. To zaporedje v Q nima

limite, saj v2 ¢ Q.

Definicija 5. Metricni prostor je poln, ce je v njem vsako Cauchyjevo za-
poredje tudi konvergentno, to pomeni, da je Cauchyjev pogoj zadosten za
konvergenco.

Po zgornjem razmisleku vidimo, da racionalna Stevila niso poln metriéni
prostor, saj smo nasli Cauchyjevo zaporedje brez limite. Primera polnih me-
tricnih prostorov sta mnozica realnih Stevil in ravnina s standardno metriko.

Definicija 6. f : M — M je skrcitev, ¢e obstaja ¢ € R, 0 < ¢ < 1, da za
vsaka A, B € M velja d(f(A), f(B)) < q-d(A, B).

Definirana skrcitev se sklada z intuitivno predstavo, da se razdalja med
poljubnima dvema tockama zmanjsa. Tako sta dobljeni sliki vedno blizje kot
originala. Primer funkcije, ki je skrcitev, je kvadratna funkcija na intervalu
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blizu 0. Vzemimo f : [%1, %] — [_?1, %] s predpisom f(z) = x*.

Hz)

Slika 2: Graf funkcije f.

Ocenimo razdaljo med slikama dveh poljubnih # in y, v intervalu [, ]:

A (@), f6) = 0% ] = (@ + )z~ 9)] < 2l — ],

kjer zadnja neenakost velja, saj je |z +y| < |z +|y| < 5+ 5 = 2.
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3 Banachovo skrc¢itveno nacelo

Sedaj smo opremljeni z vsemi orodji, ki jih potrebujemo za formulacijo in
dokaz glavnega izreka. Povedal nam bo, da ima skrcitev vedno neko odliko-
vano — negibno — tocko. To nam bo pomagalo pri utemeljitvi neresljivosti
igre iz uvoda.

Izrek 1. Naj bo M poln metricni prostor in naj bo f: M — M skréitev.
Potem obstaja natanko ena negibna tocka preslikave f, tj. obstaja natanko
en tak x € M, da velja f(x) = x.

Dokaz. Oznacimo z Ay poljubno tocko v M in z A; njegovo sliko. Definirajmo
zaporedje {4, },:

Ao S ]\47 Al == f(Ao), A2 - f(Al), e ,An == f(Anfl); oo

Definirajmo si konstanto D = d(Ag, A1), tj. razdaljo med prvima dvema
zaporednima clenoma. Velja

d(An, A1) = d(f(An-1), f(An)) < (1)
<q-d(A,1,A,) = (2)

=4q- d(f(An—Q)v f(An—l)) <
S q2 . d(An—Qa An—l) S

<q"-d(Ap, Ay) = ¢

- ESE JESE RESN

Slika 3: Kaj se lahko zgodi, ko neko konkretno skrcitev f iteriramo.

V enachi (??) smo uporabili definicijo zaporedja {A,},. V vrstici (?77)
smo upostevali, da je funkcija f skréitev. Koraka 77 in 7?7 ponavljamo, dokler
ne pridemo do razdalje med zac¢etnima clenoma Ag in Ay, kar prikazuje zadnja
vrstica.



Razdaljo med poljubnima ¢lenoma zaporedja ocenimo z uporabo triko-
tniske neenakosti. Brez skode za splosnost privzemimo, da je m > n.

d(An, Ay) < d(Ap, Arr) +d(Ap, Anq) <
S d(An"w Amfl) + d<Am717 Am72) + d(Ana Am72) S
m—n—1 m—n—1
< d(Antry Antiyr) < Z qn+k D=
k=0 k=0
m—n—1 . 1— qm_n

=D-q" Z =D q —
k=0 q

Ocenimo lahko, da je

1—gmn 1
q < .
1—g¢q I—gq

Torej velja
1 —gmn n
1 <D -1

D.q"—1
q 1—¢ 1—¢

kjer je razvidno, da je faktor £ = %} neodvisen od vrednosti n. Sledi, da je

q

d(A,, A,) < D-
1—g¢q

=F-q".

Po zgledu ?? bo za dovolj velik n veljalo E - ¢" < . Ce povzamemo, za
dovolj velika m in n velja:

d(Ap, Ay) < E-q" <e.

S tem smo dokazali, da je zaporedje Cauchyjevo. Po definiciji polnega
metri¢nega prostora je to zaporedje konvergentno.
Naj bo A = lim,,_,, A,. Dokazimo, da je A negibna tocka funkcije f.
Dovolj je pokazati, da {f(A,)}, konvergira proti f(A), saj tedaj velja
A= lim A, = lim f(A,_1) = f(A).
n— o0

n—oo

Naj bo § > 0. Ker {A,}, konvergira proti A, obstaja ng, da za vsak
n > ng velja d(A, A,) < 0. Ocenimo

d(f(A), f(An)) < q-d(AA,) <0

b}



Po definiciji limite to pomeni, da je f(A) = lim, o f(A,).

Pokazati moramo Se enolicnost negibne tocke; predpostavimo, da obsta-
jata dve negibni tocki, poleg A Se B. Razdalja med njunima slikama je enaka
razdalji med njima, po drugi strani pa je manjsa od razdalje med njima, ker
je preslikava skrcitev:

d(A, B) = d(f(A), f(B)) < q-d(A,B).

Ker pa je ¢ < 1, smo prisli do protislovja. Torej obstaja samo ena negibna
tocka. O

S tem smo dokazali, da je bila zastavljena uganka neregljiva. Ce prvotni
pravokotnik preslikamo (skréimo) v manjsi pravokotnik, bo obstajala natanko
ena negibna tocka. Recimo, da se negibna tocka nahaja na rumenem polju.
Ko bomo manjsi pravokotnik (sliko) polozili na vecjega (originalnega), se
bosta prekrivali vsaj na eni tocki, kjer sta oba obarvana z rumeno.
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