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1 Uvod

Marsovski ljubitelji matematike so od nekdaj iskali odgovore na razliéna
vprasanja. Na matemati¢nem taboru so dobili nalogo natan¢no narisati tri-
gonometri¢no funkcijo. Zagnani Marsovcki pa so se problema lotili s pomocjo
polinomov. Naloga je bila zelo zahtevna, a vendar zelo zanimiva zaradi ka-
sneje odkrite vsestranske uporabe Taylorjevih polinomov. Za izvedbo “mi-
sije”je bilo potrebno veliko predhodnega znanja polinomov, vrst, zaporedij,
odvodov, itegralov, limit, trigonometri¢nih funkcij itd.!

2 Taylorjev polinom

Imamo funkcijo f in tocko zy. Vemo, da se tangenta na graf funkcije f
v tocki xy najbolje prilega grafu. Je namre¢ edina premica, ki gre skozi
tocko (xo, f(zo)) in ima enak naklon kot graf f v tocki zg. Pois¢imo sedaj
parabolo, ki se najbolje prilega grafu funkcije f v tocki zy. IS¢emo torej
enacbo parabole, ki gre skozi tocko (zg, f(2¢)) in ima enak naklon kot graf
funkcije f v tocki xg, to pomeni da imata funkciji enak prvi odvod, hkrati
pa zahtevamo da se v tej tocki ujemata tudi druga odvoda. Splosni polinom
druge stopnje, ki opisuje iskano parabolo, ima formulo

p(x) = a+b(x — x0) + c(x — 20)*. (1)
Racunali smo odvode polinoma p pri danem x = x( in dobili

f(zo) = p(zo) = a+b(zg — x0) + (20 — 20)* = a,
[(xo) = plzo) =b+ 2c(xg —x0) = b,
(@) = plao) = 2,

Pozor!  Pred nadaljnim branjem priporo¢amo branje vira [1]. O tveganju ali
nezazeljenih ucinkih se posvetujte z izkusenimi Marsovci ali profesorji!




in smo neznane konstante a, b, ¢ v polinomu p zapisali z odvodi funkcije f.
Polinom predstavljen s funkcijo in njenimi odvodi je

p(z) = Flwo) + F'(w0)(z — ) + 3 /" (o) — )"

2.1 Primer
Poglejmo si prejsnjo izpeljavo na primeru funkcije cosz v tocki x = 0.

1. Izracunamo prva dva zacetna odvoda funkcije cosx in nato vstavimo
vrednost x = 0

flz) = cosz— f(0)=cos0=1

f'(z) = —sinz — f'(0)=—sin0=0
f"(z) = —cosx — f"(0) =—cos0=—1.

2. Izracunane vrednosti vstavimo v splosni polinom (1) in ga oznacimo s
Ty(x). Izraz uredimo kot

1) = f)+ T 0 - T
Tr) = 1450 —0)+(~5) 0

Tya) = 140+ ()

Ty(z) = 1—%#

3. Dobljeni polinom Ty(z) =1 — %x2 imenujemo Taylorjev polinom druge

stopnje in je polinom, ki se “najbolje” prilega zacetni funkciji.

2.2 Notacija

e Produkt prvih n naravnih stevil ozna¢imo z n! = 1-2-3-...-n. Posebej
ozna¢imo 0! = 1.

e 7 f(x) oznacujemo n-ti odvod funkcije f(x), velja f(© = f(z), fV) =
fl(x),...



/ \ cos(z)

Slika 1: Graf funkcije cos z je narisan z rdeco, s érno je narisan Ty(x).

2.3 Taylorjev polinom cetrte stopnje

7, enakim postopkom kot zgoraj poizkusimo zapisati Se Taylorjev polinom
cetrte stopnje. Najprej vzemimo splosni polinom cetrte stopnje

p(z) = a+b(x — o) + c(z — 20)* + d(x — 20)* + e(x — 20)*.

Zelimo, da se odvodi polinoma in funkeije v tocki xy ujemajo, kar zapisemo
takole:

f(zo) = plxo) = a,

f'(xo) = p'(x) = b,

f(wo) = p"(w0) = 2c,
Oz = p®(z0)=31d=3-2-1d=6d,
fB(zg) = pW(zg) =4le=4-3-2-1e=2e.

Kot pri prejsnjem primeru iz zgornjih enakosti izrazimo neznane koeficiente
a,b,c,d in e z odvodi funkcije f in jih vstavimo v splosno obliko polinoma.
Dobimo Taylorjev polinom cetrte stopnje v tocki xg, ki je enak
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2.4 Taylorjev polinom stopnje n

Iz zgornje izpeljave sklepamo, kako izgleda Taylorjev polinom n-te stopnje v
tocki xg. Zanj dobimo obliko

(0) / 14
Tn(l‘> _ f 0<'-T0) (ZL‘ . 370)0 + f (11‘)0) (ZL‘ _ wO)l + f ;'1'0) (l’ _ xO)Q
3) (1 @) (g ™)
+ f53<' 0)(x—x0)3+f44(' 0)(x—xo)4+ +f n(‘ 0>(95_5€0>n
" F) .
- ‘Zo : j(!xO) (z — o).

Definicija 1. Taylorjev polinom stopnje n v tocki xy se zapise kot

n ) (g, |
Tn(x)zzf (' )(x—xo)].
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3 Taylorjeva vrsta

Definicija 2. Vrsto

> £ (g4
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imenujemo Taylorjeva vrsta funkcije f v tocki xg.

4 Taylorjeve vrste elementarnih funkcij

4.1 Sinus in kosinus

Zapisimo Taylorjevo vrsto za funkcijo sin(z) v tocki zy = 0. Najprej izracunajmo
prvih nekaj odvodov

n(z),

si
cos(x),

()
f'(x)
f"(x) = —sin(z),
1) =

W (x) = sin(z).

— cos(z),

8



Zaradi periodi¢nosti odvodov potrebujemo le prve tri, ¢etrti odvod pa je ze
enak osnovni funkciji.

Vstavimo za x tocko xg = 0 in zapiSimo Taylorjevo vrsto upostevajoc
splosno formulo (2) iz prejsnjega poglavja. Dobimo

$3 $5 $7 $9 Ill
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kar je enako

o0 o0 o0 2n—1

@ =21 4"2_ =2 T - = )

n:l n=1

Na zelo podoben nacin lahko izpeljemo tudi Taylorjevo formulo za cos(x),
ki je

T(w) = Z(—l)"énr;;-

Na sliki 2 vidimo, da Taylorjev polinom stopnje 28 v tocki 0, ze zelo dobro
aproksimira funkcijo kosinus na intervalu [—3m, 37].

Slika 2: Graf funkcije cosz je narisan z rdeco, z modro je narisan Tog(z).

4.2 Eksponentna funkcija in naravni logaritem

Za zabavo izpeljimo Se Taylorjevo formulo za f(x) = e* v tocki xy = 0.
Kot pri prejsnjem primeru, moramo tudi tu izrac¢unati prvih nekaj odvodov



funkcije. Odvajanje nam olajsa prikladna lastnost dane funkcije, da je njen
odvod kar enak funkciji sami, torej

f™M(z)=e*, V¥YneN.

Iz tega sledi, da je vrednost odvodov v o = 0 enaka f(™(z) = €™ za vsak
n € N in tako
F0) = 1.
Vrednosti spet vstavimo v Taylorjevo vrsto (2) in dobimo
2?2 3 2t 2P
T(aj):1+l‘+§+§+z+a+...

To lahko strnjeno zapisemo kot

T() =Y .

n=0

Zabavo popestrimo $e s Taylorjevo vrsto funkcije naravnega logaritma f(z) =
In(x). Za bralca bo ta vrsta posebej izzivalna, saj zanjo ne ponujamo izpe-
ljave. V naslednjem razdelku pa se lahko pouc¢i o postopku, ki ga lahko
uporabi, da dobi zeljen razvoj

T(x) =) (- )”@ni)f

5 Kje se skriva 77

S Taylorjevo vrsto je mogocCe nastaviti enacho za izracun pijevih decimalk.
Uporabimo funkcijo f(z) = arctan(z). Izkoristimo lahko dejstvi, da je

arctan(l) = w/4
in prvi odvod
1
T 1fa?

Vemo, da je vsota geometrijske vrste za |g| < 1 enaka

1 = .

arctan’(z)



Slika 3: Graf funkcije Inz je narisan z rdeco, z modro je narisan Ti(z).

Da za dan primer dobimo pravi ¢, moramo enaciti

I
1—q 14a?

in dobimo
qg=—x°.

Ko pri vsoti geometrijske vrste za ¢ vstavimo —x2, dobimo

1 = 2\n
1+ a2 :Z(—x) '
n=0

Nedoloceni integral te vsote je enak nedolo¢enemu integralu odvoda arctan’(x) =
ﬁ in po osnovnem izreku infinitezimalnega racuna tudi dani funkciji. To
pomeni, da velja

arctan(z) = / 1+1x2dac: / ni;o(—l)”(x%)dx.

Zamenjajmo vsoto in integral?, pred integral postavimo tudi konstanto (—1)"
in dobimo

S [ =Ygty

2Da lahko integral in neskonéno vsoto v tem primeru res zamenjamo, se lahko bralec
preprica ob posvetovanju z [1].



Sedaj uporabimo dejstvo, da je arctan(l) = Z. Vstavimo x = 1 v zgoraj

4
izracunan integral in dobimo

Z(—l)” L arctan(1) = 7 /4.
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