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1 Uvod

V okrogli baletni dvorani se v popolni temi nahajata ropar in policist. Slednji
mu zre v hrbet, vidi le medel obris, a ta je dovolj. Njegova pistola je v
pripravljenosti, zdaj ga mora le Se opozoriti in mu z baterijo posvetiti v obraz.
A hkrati ga presine, da ne sme izdati svojega polozaja, drugace utegne postati
nevarno. Naenkrat se spomni, da so stene dvorane prekrite z ogledali. Morda
bi lahko posvetil v ogledalo in zarek bi se nato odbil naravnost do roparja,
a to porodi nov problem: v katero smer naj posveti, da z enim odbojem
svetlobe osvetli roparja?

S podobnim problemom se je soocal ze arabski matematik Alhazen okoli
leta 1000, ki ga je zastavil in resil v svoji knjigi Velika Optika. V knjigi
je opisal iskanje tocke na obodu kroznega zrcala, v kateri se mora odbiti
zarek svetlobe, da bo od prve dane tocke potoval do druge dane tocke. Bolj
sodobna formulacija problem postavi na okroglo biljardno mizo, na kateri sta
dve zogici. Prvo moramo udariti tako, da po enem odboju zadane drugo.

2 Problem z dvema tockama

Resevali bomo problem iz uvoda, ki ga matemati¢no formaliziramo. Name-
sto o zogicah in njihovih poteh govorimo o tockah in zarkih, obod okrogle
biljardne mize pa predstavimo s kroznico. Dano imamo kroznico s polmerom
r, ki jo postavimo v koordinatni sistem tako, da njeno sredisce S sovpada s
koordinatnim izhodis¢em. Kroznica je torej podana z enacbo

? +yP =1’
Dani tocki, ki predstavljata zacetni legi zogic, imata koordinate P;(a,b) in
Py(c,d). Ce vemo, od katere tocke na obodu se zarek odbije, poznamo resitev.
Na zacetku bomo obravnavali nekaj posebnih primerov. Ce obe tocki so-
vpadata s srediscem kroznice, je resitev neskoncno. Ne glede na tocko odboja



sta vpadni in odbojni kot enaka ni¢ in zogica se vedno vrne v izhodisce, zato
so resitve vse tocke na kroznici.
Ce ena tocka sovpada s srediS¢em, druga pa ne, sta resitvi dve. To sta

ker bi sicer krsili odbojni zakon.
Ce tocki sovpadata, a nista v srediScu, sta reSitvi prav tako dve. To sta

Slika 1: Skica za problem z dvema tockama.

V vseh ostalih primerih velja sledeca izpeljava (koti, ki bodo nastopali v
nadaljevanju, bodo neizrojeni). Naj bo O(x,y) resitvena tocka na kroznici.
Narisemo kot ZP,OP; in njegova kraka podaljSamo tako, da sekata abscisno
os. Narisemo daljico OS, ki je zaradi odbojnega zakona (vpadni kot je enak
odbojnemu; kote merimo glede na tangento na kroznico v tocki odboja) tudi
simetrala kota ZP,OP;. Polovici kota ZP,O P, ozna¢imo «; in ag kot na sliki
ga daljica OS oklepa z absciso, oznacimo s ¢. Vsota dveh notranjih kotov v
trikotniku je enaka suplementu nasproti lezecega kota, zato med koti veljata
naslednji zvezi:

ap = B — o,
042:90—52.



tan o — tan
p in enakosti

Iz adicijskega izrek t t —p) =
z adicijskega izreka za tangens tan(a — f3) T+ tanatan 3
a1 = Q9 sledi
tan f; — tan tan ¢ — tan By
=tano; = tanay = ) (1)
1+ tan gy tan ¢ 1 4 tan g tan By
Nosilke krakov kota ZP,OP; in daljice OS so linearne funkcije z enacbo
oblike y = kx + n za katere velja, da je tangens naklonskega kota enak
smernemu koeficientu k. 1z tega sledi
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Dobljene vrednosti vstavimo v enacbo (1) in dobimo
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Enac¢bo krizno pomnozimo in jo poenostavimo v
(be + ad)(y* — 2°) + 2zy(ac — bd) + (2° + y*)(z(d + b) — y(c +a)) = 0.
Ker tocka O lezi na kroznici, velja 22 + y? = 12, iz ¢esar sledi
(be + ad)(y* — 2°) + 2zy(ac — bd) + r*(z(d +b) —y(c +a)) = 0.  (2)

Enacba Az?+ Bay+ Cy*+ Dz + Ey+ F = 0, kjer A, B in C niso hkrati
ni¢, predstavlja splosno stoznico. Njena diskriminanta § = B? — 4AC doloéi
vrsto stoznice:

e Ce je 0 < 0, dobimo elipso,
e Ce je 0 = 0, dobimo parabolo,

e Ce je 0 > 0, dobimo hiperbolo.

V naSem primeru izracunamo
§ = (2(ac — bd))? + 4(bc + ad)* > 0,

pri ¢emer z obravnavo nekaj preprostih primerov ugotovimo, da § # 0. Torej
enacba (2) podaja hiperbolo, resitve pa so presecisca le-te s kroznico. Ker
se kroznica in hiperbola sekata v najvec stirih tockah, dobimo najveé¢ toliko
resitev. Njihovo stevilo je odvisno od koordinat tock P, in P.

Opazimo, da sredisce kroznice S(0, 0) vedno lezi na hiperboli, torej gotovo
imamo vsaj dve preseciS¢i. Primere reSitev vidimo na slikah 2 in 3. Pri
razlicnih zacetnih legah tock P in P, torej dobimo dve, tri (¢e je en krak
hiperbole tangenten na kroznico), Stiri ali v posebnem primeru neskonéno
resitev.



Slika 2: Skica z dvema resSitvama in eno izmed moznih poti zogic.

3 Problem z eno tocko

Oglejmo si Se nekoliko drugacen problem. Na okrogli biljardni mizi se nahaja
ena zogica. Zanima nas, kako naj sunemo zogico, da se po dveh odbojih vrne
na svoje izhodisce.

Problem spet formaliziramo in se ukvarjamo s tockami, zarki in kroznico.
Znotraj dane kroznice s sredis¢em A je dana tocka B. Resitveni tocki na
obodu kroznice, na katerih se zarek odbije, oznac¢imo z D in E.

Zaradi odbojnega zakona (vpadni kot mora biti enak odbojnemu) velja,
da je premica, ki poteka skozi tocki A in F, simetrala kota ZDEB. Enako
velja, da je premica, ki poteka skozi tocki A in D, simetrala kota Z/BDFE.
Tocka C' naj bo presecisce premice skozi A in B ter nosilke daljice ED. Ker
je trikotnik AAED enakokrak z vrhom v A, je ABED enakokrak z vrhom
v B in kot ZACE = ZBCE = 7 ter [CE| = |CD|. Premica skozi B in A
je namre¢ ravno visina obeh enakokrakih trikotnikov. Za trikotnika AECB
in ADBC velja: stranica BC' je skupna obema trikotnikoma, stranici C'E in
CD sta skladni, kota ZBCE in ZDCB sta skladna. Ker se torej trikotnika
ujemata v dveh stranicah in kotu med njima, sta skladna. Zaradi simetrije
lahko torej podrobneje obravnavamo le enega od obeh trikotnikov (odbojev).

Spomnimo se sinusnega izreka, ki ga bomo potrebovali v nadaljevanju.

Izrek 1 (Sinusni izrek). Dan je trikotnik AABC, v katerem kote oznacimo
a, B in . Velja:
|BC|  |AC| |AB|

sina sinf  siny

S pomocjo sinusnega izreka dokazemo izrek o simetrali kota.
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Slika 3: Skica s stirimi resitvami in eno izmed moznih poti Zogic.
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Slika 4: Skica za problem z eno tocko.
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Slika 5: Skica za sinusni izrek.

Izrek 2 (Izrek o simetrali kota). V trikotniku AABC, kjer presecisce sime-



trale kota pri A in nosilke daljice BC' oznacimo z D, velja

|AC|  |AB]
\CD|  |BD|

Pl

Slika 6: Skica za izrek o simetrali kota.

Dokaz. V trikotniku AABC kot pri A ozna¢imo z « in kot ZCDA s ¢. Za
trikotnika AADC in AABD velja sinusni izrek, zato je

sing  |AC] o sin(m — ) |AB]

sing  [CD| sm2  |BD|
AC AB
Ker Velja sin p = sjn(ﬂ- —_ (,0), sledi ’|CD|| _ ||BD|| . 0

Vrnimo se k problemu z eno tocko in sliki 3. V nadaljevanju bomo dolzine
oznacili z

|EC| =y, |BE| =z, |AB| = ¢, |AE| = 7 in |CA| = z.

Slika 7: Skica z oznakami.




1z izreka o simetrali kota sledi
z c

y
Ker je trikotnik pravokoten, zanj velja Pitagorov izrek. 7 njegovo uporabo
dobimo enacbi
v+ (z+c)> =2 in 22+yt=r%

Eliminiramo ¥ in 2z in dobimo

r?x? —r?c® 4 2ca® + 2c%2? = 0

(z +c)(r*(z — ¢) + 2ca?) = 0.
Ker z in ¢ predstavljata dolzini, je ¢len (x + ¢) vedno strogo vecji od nic.
Zgornja enacha torej predstavlja kvadratno enacbo v spremenljivki z, ki jo
preoblikujemo v

2ex? +r’x —r2e = 0.

Resitvi enacbe sta:

—1r2 —rvr?2 + 8¢2 —1r2 4+ /12 + 82

T = in xy=

! 4c 2 4c
Resitev x1 je vedno negativna, saj je ¢len rv/r2 4+ 8¢? vecji od ni¢. Ker iskana
resitev predstavlja dolzino, lahko resitev x; izlo¢imo. Tako dobimo samo eno

resSitev in sicer:
—1r2 4+ /12 + 8¢2
T = , ¢ # 0.
4c

Ta resitev je vedno pozitivna, saj je vVr?+ 8c? > r. Resitev je veljavna,
¢e je ¢ # 0. Spomnimo se, da je ¢ razdalja med zacetno tocko in srediséem
kroznice. Ce je ¢ = 0, je zacetna tocka v izhodiséu. V tem primeru je resitev
neskoné¢no; kamorkoli udarimo zogico, se po dveh odbojih vrne v izhodisce.
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