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Povzetek
Pri projektu smo iskali stevila, ki jih lahko konstruiramo zgolj z
ravnilom in Sestilom. Spoznali smo probleme kvadrature kroga, trisek-
cije kota, podvojitve kocke in konstrukcije pravilnega n-kotnika.

1 Uvod

Anti¢na matematika je Se danes zelo zanimiva in nekateri njihovi problemi
so Se vedno dobro znani. Primeri teh so problem kvadrature kroga, trisek-
cija kota in podvojitev kocke. Med drugim je anticne probleme obravnaval
tudi nemski matematik Carl Friedrich Gauss, ki je ze pri 17-tih ukvarjal s
konstruktibilnostjo pravilnih n-kotnikov.

Konstruktibilna stevila so stevila, ki jih lahko nariSemo le z ravnilom in
Sestilom. V ¢lanku bomo najprej opisali, kako lahko konstruiramo nova kon-
struktibilna Stevila iz starih. V 3. poglavju bomo predstavili nekaj anti¢nih
problemov, katerih resljivost oziroma neresljivost bomo dokazali v poglavju
7. Spoznali bomo matematic¢ni struktruri grupe in obsega ter si ogledali
razsiritve obsegov.



2 Konstruktibilnost

Definicija 1. Konstruktibilna stevila so:
e FEnota, ki jo najprej dolocimo.
e = in y natanko tedaj, ko je tocka (z,y) konstruktibilna.

Konstruktibilne objekte definiramo:

o Ce imamo dve konstruktibilni tocki, potem je konstruktibilna tudi pre-
mica, ki gre skozi obe.

o Ce imamo dve konstruktibilni tocki, potem je konstruktibilna tudi kroznica,
ki ima sredisce v prvi tocki in gre skozi drugo tocko.

e Presecisca konstruktibilnih kroznic in premic so konstruktibilna.

2.1 Sestevanje in odstevanje koonstruktibilnih Stevil

Dani imamo konstruktibilni stevili a in b, ki ju zelimo sesteti. Kot vidimo
na sliki 1, lahko to naredimo tako, da na premici konstruiramo daljico OA
dolzine a in daljico AB dolzine b tako, da je tocka B na drugi strani tocke A
kot tocka O. Razdalja OB je enaka a + b, torej je a + b konstruktibilno.
Odstevanje naredimo podobno, le da je tocka B na isti strani tocke A kot
tocka O.
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Slika 1: Zgoraj: vsota intervalov a in b; Spodaj: razlika intervalov a in b



2.2 Razpolavljanje kota

Poglejmo si, kako razpolovimo kot. Zaénimo s kotom. Sestilo zapi¢imo v
vrh kota in narisemo lok, kot je razvidno na sliki 2, ki seka oba kraka kota
v tockah A in B. NariSemo kroznici s srediséema v tockah A in B s poljub-

kroznic in vrh kota. Ta premica razplolavlja zacetni kot.

/

Slika 2: Primer razpolavljanja kota

2.3 Konstrukcija vzporednic

Oglejmo si, kako konstruiramo vzporednico dani premici p in tocki A (A ¢ p).
Kot opisano na sliki 3, skozi A potegnemo premico ¢, ki seka p v tocki
P. Narisemo kroznici enakega radija s sredis¢em v tocki P in v tocki A.
Oznacimo ju s K in L. Vzamemo zgornje presesis¢e K s ¢ ter odmerimo
razdaljo do desnega presecisca K in p. V zgornjem preseciScu ¢ in L nariSemo
kroznico M s prejsnjim polmerom. Nato potegnemo premico skozi A in
spodnje presecisce kroznic M in L. Ta premica je vzporedna premici p.



Slika 3: Primer konstrukcije vzporednic

2.4 Deljenje konstruktibilnega stevila z naravnim Stevilom

Denimo, da zelimo daljico OA razdeliti na b enakih delov, kjer je b € N.
Skozi krajisée O potegnemo poljubno premico p, na katero b-krat nanesemo
razdaljo |OC/|, kjer je C' tocka na premici p. Kot je razvidno na sliki 4, je
razdalja |OB| = b - |OC|. Nato nariSemo premico skozi A in B. Tej premici
narisemo vzporednico skozi C'. Naj bo X presecisce te vzporednice z daljico

OA. Razdalja |OX]| je enaka %.

Slika 4: Primer deljenja intervala dolzine a na b enakih delov intervalov

2.5 Mnozenje intervalov

Podani imamo Stevili a in b, s katerima zelimo konstruirati razdaljo a - b.
Narisemo daljico O A dolzine a, kot je razvidno iz slike 5. Skozi O potegnemo
poljubno premico p in nanjo nanesemo enoto ter dolzino . Na p postavimo
tocki £ in B, tako da velja |OE| = 1;|OB| = b. Narisemo daljico AE in



njeno vzporednico skozi B. Presecisce te vzporednice in noslike daljice OA
naj bo X, ki lezi na razdalji x od izhodsca.

1=
a-b=
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Y

Slika 5: Primer mnozenja intervalov

2.6 Konstrukcija obratne vrednosti

Imamo podano konstruktibilno stevilo a razlicno od 0 in zelimo dobiti stevilo
%. Na stevilsko premico nanesemo razdaljo a in krajis¢a oznacimo s tockama
O in A, kot je prikazano na sliki 6. Skozi krajisce O potegnemo poljubno
premico ¢ in na njej oznac¢imo tocko B, da velja |OB| = 1. Povezemo tocki
A in B in skozi tocko E, ki lezi na daljici OA in za katero velja |[EO| = 1,
potegnemo vzporednico AB. Presecisce vzporednice in premice g ozna¢imo
z X, razdalja |OX]| je enaka 1/a, kar je obratna vrednost od stevila a.

Slika 6: Primer konstrukcije obratne vrednosti



2.7 Korenjenje stevil

Zelimo konstruirati koren tevila a, vidnega na sliki 7. Naj bo premica p
nosilka daljice OA, tako da velja |OA| = a. Tocka B je na dolzini 1 od
tocke A in je na nasprotni strani od O. Razpolovimo OB in s S ozna¢imo
razpolovisce. Narisemo krozni lok s sredis¢em v S in radijem |OS]. Na
OB narisemo pravokotnico skozi A, ki seka lok v tocki C. Dokazimo, da
je |AC| = y/a. Po Talesovem izreku je kot ZBCO pravi. Velja: ZCOA +
Z0BC = 3. Prav tako je ZBCA + ZACO = 7. Ker sta trikotnika CAO
in CBA pravokotna, lahko ugotovimo, da sta si trikotnika AOC' in AC'B

podobna, saj se ujemata v dveh (torej vseh) kotih. Od kod dobimo:

|0A]  |AC]
|AC| ~ |AB|
|OA||AB| = |ACT?

Ker je |AB| =1, sledi

IAC| = V[OA] = Va

Slika 7: Primer korenjenja Stevila



3 Predstavitev problemov

3.1 Kvadratura kroga

Imamo podan krog z nekim radijem r, kjer je r konstruktibilno stevilo. Ali
je mogoce konstruirati kvadrat z isto plos¢ino le z uporabo neoznacenega
ravnila in Sestila?

Naj ima ta kvadrat stranico a.

a’ = 7r?
a=+/mr

Ce zelimo, da bo a konstruktibilen, mora biti produkt \/7r, konstruktibilen.

r je po predpostavki konstruktibilno stevilo. Torej mora biti /7 konstruk-

tibilen. Ker znamo narisati koren kaeregakoli konstruktibilnega stevil, bo

mogoce narediti kvadraturo kroga natanko tedaj, ko bo 7 konstruktibilen.
.

3.2 Trisekcija kota

Imamo podan poljuben kot #. Ali je mogoce konstruirati kot velikosti g,

torej razdeliti prvotni kot na tri enake dele. Trivialno je, da lahko kota 7 in
5 razdelimo na tri enake dele, saj sta kota % in ¢ konstruktibilna.

3.3 Podvojitev kocke

Dano imamo kocko s konstruktiblinimi stranicami a. Ali je mogoce kon-
struirati kocko z dvakrat vec¢jo prostornino? Naj ima vecja kocka stranico
b.

b = 2a®
b:a\?’/ﬁ

Kocka s stranico b je torej konstruktibilna natanko tedaj, ko je konstrukti-
bilno stevilo v/2.

3.4 Konstruktibilni pravilni n-kotniki

Ali je mogoce konstruirati poljuben pravilni n-kotnik zgolj z uporabo ne-

oznacenega ravnila in Sestila? Pokazimo primer konstukcije za n = 3,4, 6.
Narisemo poljubno kroznico. Polmer kroznice Sestkrat prenesmo po kroznici,

tako da Sestilo zapisemo na poljubno mesto na kroznici, in zariSemo presecisce
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z krozmico. Sestilo zapi€imo na to prese¢isce in to e petkrat ponovimo.Novonastale
tocke so oglisca nasSega pravilnega Sestkotnika, kot vidimo na sliki 8a.

Pravilni trikotnik konstruiramo tako, da povezemo vsako drugo oglisce
Sestkotnika.

Zelimo konstruirati kvadrat. Konstrukcija je vidna na sliki 8b. Narisemo
daljico dolzine a. V krajiscu te daljice konstruiramo pravokotnico in nanjo
prenesemo dolzino stranice. Postopek ponovimo za ostali dve stranici in tako
dobimo pravilni stirikotnik.

(a) Konstrukcija pravilnega Sestkotnika (}) Konstrukeija pravilnega kvadrata
in trikotnika

Slika 8: Pravilni n-kotniki

4 Polinomi

Definicija 2. Polinomi so vsota produktov spremenglivk in koeficientov. Splosna
oblika polinoma je
p(z) = apz™ + ap 12"+ .+ a0x® + ayx + ag,

kjer je a, je vodilni ¢len polinoma, ay pa je prosti ¢len. Stopnja polinoma
je najvecji i, da velja a; # 0.
Izrek 1. Eisensteinov kriteriyy
Imejmo polinom q(x) = 2™ + a, 12" 1 + ... + aoz® + a1z + ag

Ce obstaja prastevilo p, tako da p deli vsak koeficient a;, razen vodilnega

élena a,, kvadrat prastevila pa ne deli prostega élena ag, potem je q(x) ne-
razcepen nad Q - to pomeni, da nima racionalnih nicel.

5 Mnozica konstruktibilnih stevil

5.1 Grupa

Grupa je par (G, *), kjer je G neprazna mnozica in * asociativna binarna
operacija G X G — G, ki vsakemu urejenemu paru (a,b) € G priredi element
ax b € G. Operacija * mora zadoscati aksiomom grupe:



1. Zaprtost: Za vsak a,b € G veljaaxb € G.
2. Asociativnost: Za vsake a,b,c € G velja (axb) xc = ax (bx*c).

3. Obstoj nevtralnega elementa: Obstaja tak element e € GG, da za
vsak a € G veljaexa=a=axe.

4. Obstoj inverza: Za vsak a € G obstaja tak b € GG, da velja ax b =
bxa=e.

5.2 Obseg

Definicija 3. (A, +,-) je obseg, ce sta (A,+) ter (A—{0},-) grupi in velja
distributivnost:
a-(b+c)=a-b+a-c.

Definicija 4. K je podobseg F, ce je K podmnoZica F in je (K,+,-) obseg.

5.3 RazSiritev obsegov
Obseg F' je razsiritev obsega K natanko tedaj, ko je K podobseg F'.

Definicija 5. Razsiritev obsega K z a je najmanjsi podobseqg F', ki vsebuje
obseg K inaja ¢ K:

p(a
K(o) = (4 ip@).a(2) € Klalsata) 2 0)
Z razsiritvijo K (a) dodamo obsegu K niclo nekega nerazcepnega polinoma
s koeficienti iz K.

Definicija 6. Stopnja razsiritve je enaka stopnji nerazcepnega polinoma za
a.

Stopnja razsiritve nekega F' = K (a) je enaka 1, natanko tedaj, ko F' = K.
Taksno razsiritev imenujemo trivialna razsiritev. Razsiritvi stopnje 2 in 3
imeujemo kvadratna razsiritev in kubi¢na razSiritev.

Primer razsiritve Q s v/2:

Q(V2) = {a—i—b\/ﬁ’a,be(@},

Denimo, da imamo polinom druge stopnje oblike 22 — 2. Ker gledeamo
polinom nad Q, je ta polinom narezcepen po Eisensteinovem kriteriju. Zato
je stopnja razsiritve Q z /2 enaka 2. Stopnjo razsiritve F = K (a) oznaéimo

z [F: K.



5.4 Algebrai¢na in transcendentna Stevila

Definicija 7. Stevilo = je algebraiéno nad K natanko tedaj, ko obstaja
polinom s koeficienti v K, tako da je x nicla tega polinoma. V nasprotnem
primeru je stevilo transcendentno.

Ce naredimo razsiritev Q(A), kjer je A transcendentno stevilo, je stopnja
razsiritve co.
Lastnosti transcendentnih in algrebraic¢nih stevil so:

Algebraic¢na stevila ‘ Transcendentna stevila
Stevno neskoncna nestevno neskoncna

vsako racionalno stevilo je tudi algebrai¢no | vsa realna transcendentna stevilo so iracionalna
so konstruktibilna niso konstruktibilna

Primer: 7 je transcendentno stevilo.

6 Razsiritev konstruktibilnih stevil

Naj bo K mnozica vseh konstrkutibilnih stevil.
Trditev 1. MnoZica vseh konstruktibilnih stevil K je obseg.

Dokaz: Po definiciji obsega je dovolj dokazati, da sta sestevanje in
mnozenje notranji operaciji.
V poglavjih 2.1 ter 2.5 smo pokazali, da ce sta a, b konstruktibilni stevili, so
tudi @ + b, a — b, ¥ in a - b konstruktibilna stevila. Iz tega sledi, da velja
QCK

Definirajmo enoto in pokazimo, katera stevila je mogoce konstruirati.

Naj bo K{ nasa prvotna mnozica konstruktibilnih stevil, K, = {0, 1}.

Naj bo K;(a) neka razsiritev K; in podobseg K.

V poglavju 2 smo pokazali, da lahko tocko konstruiramo oziroma z njo
razsirimo K; na 3 nacine.

1. Dodamo presecisce dveh premic
2. Dodamo presecisce dveh kroznic

3. Dodamo presecisce kroznice in premice

Trditev 2. Naj bo a stevilo, ki smo ga tako dodali. Potem ima vsaka prej
opisana razsiritev stopnjo 1 ali 2.

Dokazimo, da lahko s predpisanimi nacini konstruiranja dosezemo samo
razsiritve take stopnje.
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6.1 Presecisce dveh premic

Imamo podani dve premici. Prvo definirata konstruktibilni tocki A(p, q) in

B(r, s), drugo pa konstruktibilni tocki C(t, u) ter D(w, z). Stevilap,q,r, s, t,u, w, 2
morajo biti vsa konstruktibilna. Zelimo najti koordinate prese¢iséa in ugo-
toviti, katere stopnje je razsiritev (glej sliko 9).

Slika 9: Konstrukcija presecis¢a dveh premic

Zapisimo obe premici v eksplicitni obliki y = k;xz + n;, potem velja:
Opomba: Ce je premica navpicna, torej je oblike x = a za vsak y, je ne
moremo izraziti v eksplicitni obliki. Dokaz v tem primeru prepustimo bralcu.

S_
oy = 24
r—p
zZ—U
ko =
2 w—t
s—dq
n=4q—p-
r—p
zZ—U
Ng =2 — W -
w—t

11



Tako dobimo sistem enacb:

§—4dq §—4q
y = z+(g—p )
r—op r—op
z—u o z—u)
= T+ (z—w-
(- w—t
Enac¢imo y in izpostavimo x
s—q s—q zZ—u zZ—u
e B R
5 — Z-u,  Z—u  S—(
(a=p- - p) (2w ——) = (—— r_p)x
(=p- =0 = (z—w- 224
— :x

Vidimo, da je polinom nerazcepen s stopnjo 1, torej je iskanje presecisca
premic ekvivalentno razsiritvi mnozice K; prve stopnje.

6.2 Presecisce dveh kroznic

Dani imamo dva kroga K7 in K5 s konstruktibilnima polmeroma in konstruk-
tibilnima koordinatama sredis¢ (glej sliko 10). Redefiniramo enotna vektorja
koordinatnega sistema, tako da enega izmed krogov postavimo v sredisce,
drugega pa na abscisno os. To je dovoljeno, saj sta v nasem primeru koordi-
nati vektorja konstruktibilni stevili.

Krog v sredis¢u koordiatnega sistema naj ima radij ry, drugi krog ro. K5
lezi na razdalji k od izhodisca.

ZapiSimo njuni enacbi:

ry =2 4y

n

12



Iz enac¢b izrazimo y, ju ena¢imo in nato izpostavimo x:

ri—r; =2 — (x — k)%

r? —ri =% —2* + 2kx — k?,

r? —ry = 2kr — k?,
r?—ri+k?

2k

=X.

Tako kot pri presecis¢u premic je tudi tukaj polinom prve stopnje, kar

Slika 10: Konstrukcija preseciséa dveh kroznic

6.3 Presecisce kroznice in premice

Podani imamo dve konstruktibilni tocki A(p, q) in B(r, s), ki definirata
premico. Imamo tudi konstruktibilno kroznico s srediscem v C(¢,u) in
radijem R (glej sliko 11).

Zapisimo enacbo kroznice in enac¢bo premice:

R = (z—1)*+(y — u)?
s—q

s—q
Y= 4+ (q—p- )
r—p r—p

iz druge enacbe izrazimo y in ga vstavimo v prvo enacbo ter izpostavimo z:

B = (o= + (C— o +q—p-—— —u)
r—p r—p

oCitno je to polinom druge stopnje v x. Ce je ta polinom nerazcepen, je
razsiritev druge stopnje, ¢e pa je razcepen, pa prve stopnje.

13



Slika 11: Konstrukcija presecisca premice in kroznice

6.4 Posledica

Ugotovili smo, da lahko s konstrukcijo para premic, krogov ali premice in

kroga, dosezemo razsiritev ali prve ali druge stopnje. Ce uporabimo hkrati

ve¢ kroznic ter premic, se razsiritve mnozijo, kar pomeni, da je razsiritev v
nasem primeru stopnje 2¥; k € Z+.

7 Resitve problemov

7.1 Konstruktibilni pravilni n-kotniki

Definicija 8. Naravno stevilo n je marsovsko, ce je pravilni n-kotnik kon-
struktibilen, kar pomeni, da ga lahko konstruiramo z ravnilom in Sestilom.

Ce m|n, lahko konstruiramo pravilen m-kotnik s povezovanjem vsakega
d-tega oglisca pravilnega n kotnika (d = ).

Iz tega sledi:
Izrek 2. Ce je n marsovsko in m deli n, potem je m marsovsko.

Ce sta stevili n in m tuji, obstajata celi stevili a in b, za kateri velja:
am +bn = 1. Iz tega sledi - + % = ﬁ Tako lahko iz %“ in %’T
konstruiramo %

Iz tega sledi:

Izrek 3. Ce sta m in n marsovski in tuji stevili, potem je tudi m - n marso-
svko.
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Pogoj za konstruktibilnost pravilnega n-kotnika je leta 1781 definiral
Friedrich Gauss, leta 1837 pa jo je dokazal Pierre Wantzel.

Izrek 4. Pravilen n-kotnik je konstruktibilen, ce in samo ce velja: n =
2 pr-... D5ty s > 051, 8 € Z. pr,...ps so liha Stevila oblike p; = 227 + 1.

Stevila oblike p = 22" + 1 imenujemo Fermatovav Stevila:
Fo=3,F =5 F, =17, F3 = 257, F; = 65537. Posledica: Ce je p prastevilo,
potem je p-kotnik konstruktibilen za p = 2,3,...17,257,65537.

7.2 Podvojitev kocke

Ze v razdelku 3.3 smo omenili, da lahko konstruiramo kocko z dvojno
prostornino natanko tedaj, ko lahko konstruiramo /2.

Zelimo torej razsiriti nas obseg K s stevilom /2. Ce zelimo, da bi razsiritev
ustrezala nasim kriterijem konstruktibilnosti, mora biti stopnja razsiritve
enaka 2%, za nek k € N. Najdimo torej polinom z koeficienti iz K, da bo +/2
ena izmed njegovih nicel.

z =2
=2

3 —2=0

Ta polinom je nerazcepen po Eisensteinovem kriteriju za prastevilo p = 3.
Torej je stopnja razsiritve 3, kar pomeni da taksna razsiritev ni potenca
stevila 2. Zaradi tega ne moremo konstruirati stevila z = /2 zgolj z
ravnilom in Sestilom. Podvojitev kocke je zato nemogoca. O

7.3 Kvadratura kroga

Izrek 5. Za poljuben krog ne moremo konstruirati kvadrata z isto ploscino le
z uporabo sestila in ravnila.

Dokaz: Taksna konstrukcija je ekvivalentna konstrukeiji tocke (0,+/7) iz
zacetnih tock {(0,0),(1,0)}.
Ce znamo konstruirati (0, /7 ), lahko enostavno konstruiramo(0, ).
Ce bi taksna konstrukcija obstajala, potem bi veljalo [Q(7) : Q] = 2", kar pa
ni res, saj je m transcendentno. Iz tega sledi, da m ne moremo konstruirati.
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7.4 'Trisekcija kota

Izrek 6. Kot % se ne da razdeliti na 3 eneake dele z ravnilom in Sestilom.

1. Znamo konstruirati kot

2. Narediti trisekcijo kota % je ekvivalentno konstrukeiji (a,0); a = cosj

Dokaz:

iz (0,0) in (1,0).

ol

9
iz (0,0) in (1,0). Iz cos § lahko konstruiramo tudi (5,0); 8 = 2cos §
Za vsak « velja: cos3a = 4cos® a — 3 cos a.

Ce vstavimo o =§ v kubi¢no enacbo, dobimo: cos § = 4 cos® 5—3cos g

Ce upostevamo cos3a = cosy = %, dobimo: % = 40053% — 3cos §.
S substitucijo f = 2cos g, dobimo: 0 = 4%3 — 3§ — %, oziroma: 0 =
B3 —36—1.

Pripadajoci polinomf(t) = ¢3 — 3t — 1 ne uztreza Eisensteinovemu kriteriju,
saj nobeno prastevilo ne deli 1, ki je prosti ¢len. Zato poskusimo namesto t

vstaviti t+1:
fEt+1)=8+43t*-3=0

Vidimo, da ta polinom ustreza kriteriju za prastevilo 3, torej je ta polinom
nerazcepen. Zatoje trisekcija kota ekvivalentna razsiritvi stopnje 3, stevilo
3 pa ni oblike 2*. Trisekcija kota zato ni mogoca. O
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