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Povzetek

Obstaja veé razlicnih nacinov reSevanja linearnih diofantskih enacb.
Mi smo si ogledali nacin reSevanja z veriznimi ulomki. V nalogi smo
predstavili primer reSevanja, spoznali pa smo tudi Wallis-Eulerjeve
rekurzivne enacbe.



1 Uvod

V nasem projektu smo se ukvarjali s teorijo Stevil, kot izziv pa smo si najprej
zastavili naslednjo uganko:

Trije matematiki potujejo po vesolju in se ustavijo na planetu,
na katerem je le drevo z okusnimi sadeZi in prijazen vesoljec.
Pred spanjem matematiki naberejo sadeze, jih zloZijo na kup in
se odpravijo spat. Ob polnoci se zbudi prvi matematik, razdeli
sadeze na tri enake kupe, a ostane mu en sadeZ, ki ga podari
vesoljcu. En kup skrije, druga dva vrne nazaj in se odpravi spat.
Ob enih se zbudi drugi in stori enako. Ob dveh tretji in tudi on
stort enako. Zjutraj vstanejo in razdelijo preostale sadeZe na tri
enake dele, a jim spet ostane en, ki ga podarijo vesoljcu. Koliksno
je nagmangjse stevilo sadezev, s katerimi so zaceli?

Oznacimo z x zacetno Stevilo sadezev, z y; Stevilo sadezev, ki jih ponoci vzame
i-t1 matematik in z y Stevilo sadezev, ki jih dobi vsak zjutraj. Ob polnoci
jih prvi vzame y, = %(x — 1), ostane pa jih dvakrat toliko. Ce sledimo temu
postopku, pridemo po Se dveh korakih do enakosti %(%x — %) =3y + 1. Ce
jo poenostavimo, dobimo linearno diofantsko enacbo 8z — 81y = 65.

2 Linearne diofantske enacbe

Definicija 1. Linearna diofantska enacba dveh spremenljivk je enacba
oblike ax — by = ¢ in ima resitve (x,y) v mnoZici celih Stevil.

Izrek 1. Naj bosta a,b € N tuji stevili. Za vsako ¢ € Z ima enacba axr—by = ¢
neskoncéno mnogo celostevilskih resitev (z,vy).

Ce (x0,%0) € Z X Z zadoscata enacbi axy — byy = 1, so vse resitve enacbe
ax — by = c oblike

x = cxg + bk,
y = cyo + ak,

za nek k € 7.

Dokaz. Najprej pokazimo, da vse resitve enacbe res ustrezajo zapisani obliki.
Naj (xo,y0) zados¢éa enacbi axy — byy = 1. To ena¢bo pomnozimo s ¢, da
dobimo caxy—cbyy = ¢ in jo enac¢imo z zacetno enacho ax — by = ¢ in dobimo
ax — by = caxg — cbyy. Enacbo poenostavimo do a(z — cxg) = b(y — cyp). Ker
sta a in b tuja, sledi da aly — cyo. Torej obstaja k € Z, da velja ka = y — cyo
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oziroma y = cyo+ka. V enacbo a(z—cxg) = b(y—cyp) vstavimo y—cyo = ka
in po deljenju z a dobimo enacbo kb = x — cxy oziroma x = cxy + kb.

Sedaj pokazimo Se, da so vsa Stevila te oblike res resitve enacbe.

Formuli x = cxg + bk in y = cyy + ak vstavimo v enachbo ax — by = ¢ in
tako dobimo a(czg + bk) — b(cyo + ak) = ¢. Levo stran poenostavimo do
claxg — byo) = ¢, ki velja zaradi predpostavke axy — by = 1. O

Poznamo vec¢ nacinov za reSevanje diofanstkih enacb, od katerih bomo
predstavili na¢in reSevanja z veriznimi ulomki.

3 Verizni ulomki

Definicija 2. VeriZni ulomek je ulomek oblike
+ n
a Y
0 . by
a
1 by

as + ‘ bn

Qn,

kjer so a;, bj € Rini € {0,1,2,...,n} ter j € {1,2,...,n}. Ponavadi
predpostavimo, da je bj # 0 za vsak j € {1,2,...,n}.

Oznaka:
by by by,
Qo + — 4+ T 4 e 4 T
aq a9 (07%
Ce imamo zaporedji {a,} in {b,}, da je a = ag + 2—11 " Z—i Feoee

potem definiramo n-ti priblizek kot

by b bn
Cn::a/0+—+ — 4 e 4+ T
ai a2 an
Ce so vsi b; = 1, potem ulomku pravimo enostaven in ga oznac¢imo z
< agp;ay,as, . ..,a, >. Velja, da lahko vsako racionalno stevilo zapisemo kot
enostaven verizni ulomek s sodim ali lihim Stevilom ¢lenov, kar bomo tudi
pokazali.



4 Rekurzivne zveze

Oznacimo nenegativen enostaven verizni ulomek kot

1 1
Ao+ — 4 — 4 -0 4
aq a9 (07%
kjer je a; > 0,V i €{0,...,n}.
Poglejmo si Wallis-Eulerjeve rekurzivne enacbe za enostavne verizne
ulomke.

Definicija 3 (Wallis-Eulerjeve zveze). Naj bo a; > 0, ¥V i € N. Definirajmo
zaporedje {p,} kot p_1 =1, py = ag in

Pn = QpPn-1 + Pn—2, VneN.
Definirajmo se q_1 =0, qo =1, ¢n = @pnGn_1+ Gn_2, ¥V n € N.
Lema 1. Naj bo q,, definiran kot zgoraj, potem velja q, >0, V n € N.

Dokaz. To lahko dokazemo s krepko indukcijo.

Ce je n = 1, imamo ¢1 = goap + ¢_1 = ao, kar je po definiciji a; vecje od
0. Zdaj predpostavimo, da to velja za vsa stevila od 1 do n in dokazimo, da
mora veljati tudi za n + 1.

Gn+1 = An+1qn + qn—1 (1)

Prvi ¢len na desni strani enacbe (1) zagotovo vecji od 0, saj je ani1 po
definiciji vec¢ji od 0, ¢, pa je vecji od 0 po nasi predpostavki. Prav tako je
po nasi predpostavki ¢,_; vecji od 0, zato je ¢,+1 > 0 in je zveza dokazana
za vsak n € N. O



Izrek 2. Za vsak x > 0 velja, da je enostaven verizni ulomek

TPn-1 + Pn—2

, VneN. (2)
TGn—1 + Gn—2

< QQ; 1,02, ... Ap—1, L > =

Dokaz. To dokazemo z navadno indukcijo. Za n = 1 dobimo

1 Ipo + p-1 $a0+1
a0+—: = .
r o rgot+qga x40

Predpostavimo, da enacba (2) velja za neko naravno Stevilo n in dokazimo,
da velja tudi za n + 1.

1
< p;A1,02, ..., 0p—1,0p, T > =00+ — 4 ... 4 — 4 — =
a, a, =T

Oznacimo y = a,, + % Nato uporabimo indukcijsko predpostavko

_ YPn—1 + Pn—2

=< ap;01,02,...,0p-1,Y > .
Yqn— +Qn—2

Zdaj za y vstavimo a,, + i in dobimo

YPn—1 + Pn—2 o (ao + i)pn—l + Pn—2 . AnPn—-1 + pnm—1 + Pn—2 <3)
Yqn-1+ qn-2 (a0 + %)Qn—l + G2 nGna +

;1+Qn—2'

Tukaj vidimo, da je a,pp—1 + Pn—2 = Py I anGn_1 + Gn—2 = ¢y, zato lahko
enakost (3) zapisemo kot

TPn + Pn-1
Idn + n—1
Opazimo, da se je indeks premaknil za eno navzgor, zato je izrek dokazan.
0
Posledica 1. Za vsak verizni ulomek in naravno stevilo n velja ¢, = JZ—".
Dokaz. V enacbo iz izreka 2 vstavimo a,, in dobimo
ApPn—1 + Pn—2
< AQ; A1, A0, .y Oy, Oy > = ———————————
AnQn—1 + qn—2
Pn
Cp = —.
an
O



Izrek 3. Fundamentalne rekurzivne zveze za enostavne verizne ulomke so:

Pndn—1 — Pn—19n = (_1>n_1 (4)

PnGn—2 — Pn—24n = (_1>nan (5)
S

Cp — Cp] = ———— 6

' Gndn—1 ( )
—“1)"a,

) — Oy = (=D"a, (7)
qngn—2

Dokaz. Dokazimo najprej enac¢bo (4). To lahko naredimo z navadno induk-
cijo. Najprej dokazimo za n = 1.

(apay + 1)1 —apay =1
=1

Tako je bazni primer indukcije dokazan. Predpostavimo, da enacba (4) velja
za n in dokazimo, da velja tudi za n + 1.

Prs1Gn = Pdnt1 = (@nr1Pn + Po1)Gn = Pal@ni1Gn + Guo1) =
= Pn—1Gn — PnQn-1 =
= (_1)(ann—1 - pn—1Qn) =
= (D= =
= (="
Opazimo, da se je nas eksponent n povecal za 1, kar je bilo to¢no to, kar smo
hoteli dokazati. S tem smo dokazali enacbo (4) za vse n € N.

Dokazimo zdaj 8e enacbo (5) z uporabo enacbe (4). Upostevamo definicijo
pn in g, in enacba (5) se preoblikuje v

(anpnfl + pn72)Qn72 - pn72<anQn71 + anQ) =
- a'n(Qn—2pn—1 - C_In—lpn—2) =
— an(_l)nflfl —
= a,(—1)".
Predzadnji enacaj velja zaradi enacbe (4).

Enacbo (6) dobimo z deljenjem enacbe (4) z ¢,qn—1, kar lahko storimo, saj
je q; >0,za1>0.

PaGn-1— GuPn-1 = (=1)""/ : (¢u@n_1)

DPn Pn-1 o o (_1)71—1
o = G =
dn n—1 qndn—1
Dokaz enacbe (7) je podoben, le da smo enacbo (5) delili s g,¢,—2. O]
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5 Racionalni ulomki

Vsako racionalno stevilo lahko zapisemo v obliki kon¢nega enostavnega veriznega
ulomka, kjer je a; € N,V 7 € Ny, kar je razvidno iz naslednje izpeljave

(L_ a+m1_
b |b ny

1
:a0+—:
ny
my
1
CL()+ =
n
- +7"2
my
1
ap + 7o
1
:a0+ 1
a1-|— 1
as + 1
."+_
G

Trditev 1. Racionalno stevilo lahko zapisemo kot enostaven verizni ulomek
s sodim ali lthim stevilom c¢lenow.

Dokaz. Naj bo ¢ € Q ter § =< ap; a1, a9, - ,a, >. Dovolj je pokazati, da
lahko stevilo ¢lenov a;, za ¢ > 0 vedno spremenimo za ena.

e Ceje a, = 1, potem velja

a L 1
— = q,
b 1 ’
ai +
1 ' 1
ap—1 + %
torej lahko ulomek 3 zapisemo kot < ag;ay,az, -+ ,a,-1 +1 >. Ta

ulomek ima n — 1 ¢lenov.



e Sicer je a, > 1 in

2 +
_— a/
b 1 ’
ap +
1 . 1
| 14 !
(i, 1
kar zapisemo kot < ag;ay,as,--- ,a, —1,1 >,z n+ 1 ¢lenov.
O]
Posledica 2. Za enostavne verizne ulomke sta p,, in q, tuji Stevili.
Dokaz.
Prndn—-1 — Pn—-14n = (_1>n—1
Ce k € Z deli p, in g,, potem k|(—1)""', kar pomeni da je k = £1. ]

6 Resevanje enacbe

Poglejmo si, kako ugotovitve pomagajo pri resevanju enacbe axy — byy = 1.
Zapisemo § =< ag; ai, as, -+ ,a, >, kjer je n lih.
Zdaj velja ¢ = ¢, = Z—Z. Ker sta oba ulomka okrajsana, kar sledi iz definicije
enacbe in zadnje posledice, je a = p, in b = ¢,. Iz Wallis-Eulerjevih enacb
smo izpeljali

Pndn—1 — Pn—1Gn = (_1)n_1~

Vstavimo p, = a in ¢, = b in tako dobimo
aqn—1 — pnflb =1.

Vidimo, da je par (¢,_1,pn_1) resitev enacbe axg — byy = 1.

6.1 Resitev problema sadezev

Pri nasi uganki smo iskali najmanjsi celostevilski resitvi enacbe 8z —81y = 65.
7 veriznimi ulomki najprej pois¢imo par resitev enacbe 8xg— 81y, = 1. Velja
8 1

a_ R
b 81 1
10+—1

7+I

=< 0;10,7,1 >=cs.



Pogledamo vrednost ulomka z enim ¢lenom manj

7

=< 0:10,7 >= — = P2,

1 g

Torej je par resitev (xg,y0) = (71,7). Splosna resitev enacbe je

r=x0+b-k=71-65+81-F,
y=yo+a-k=7-65+8k,

za poljuben k € Z.

Zanima nas najmanjsi pozitivni x, ki predstavlja zacetno Stevilo sadezev.
Dobimo ga pri vrednosti k = —56, ko je par resitev enacbe (z,y) = (79,7).
Najmanjse mozno zacetno stevilo sadezev, pri katerem se lahko zgodi opisano
dogajanje, je torej 79.

7 Dodatek

Obstajajo tudi neskoncni verizni ulomki. O njih lahko najve¢ povemo, ce jih
primerjamo s Stevilskimi vrstami. Primer taksnega ulomka je

.2 3 4
e = 2+3+4+....
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