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Povzetek

Pri nasem projektu smo se ukvarjali z verjetnostjo in spoznali
osnovne pojme statistike. Z enostavnimi primeri, kot je met kovanca,
smo si postavili vprasanja, na katera je pomagal odgovoriti centralni
limitni izrek. Ceprav smo ta izrek uporabili na Marsu, smo prepricani,
da nam lahko pomaga tudi na Zemlji.

1 Uvod

Vsakdo je ze kdaj metal kovance. Morda ste se ze vprasali, koliksna je
verjetnost, da pade grb. To zveni zelo preprosto. Sedaj pa si predstavljajte,
da morate vreci 1000 kovancev in vas zanima, koliksna je verjetnost, da pade
grb med 750 in 800-krat. Pri tem si lahko pomagate s centralnim limitnim
izrekom. Ceprav se vam taka vprasanja ne porajajo pogosto, je ta izrek zelo
pomemben v statistiki.



2 Osnovni pojmi

Zacnimo s splosno definicijo verjetnosti.

Definicija 1. Verjetnost je stevilo, ki pove, koliksna je mozZnost, da se zgodi
dogodek.

Naj bo A dogodek sestavljen iz m izidov, vseh moznih izidov pa naj bo n.
Klasi¢na definicija verjetnosti pravi, da je verjetnost, da se zgodi dogodek A,
razmerje med stevilom ugodnih izidov in Stevilom vseh moznih izidov. To
velja pod pogojem, da so vsi izidi enako verjetni. PisSemo

m

P(A) = —

(4)="
Zgled 1. Pri metu postene kocke je moznih Sest izidov. Dogodek, da pade
sestica sestavlja en izid, vsi izidi pa so enako verjetni. Z upostevanjem zgornje
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definicije dobimo, da je verjetnost P(pade Sestica) = .

Zapisimo nekaj lastnosti verjetnosti:

e veljati mora P({vsi mozni izidi}) = 1,

e Ce sta A in B disjunktna dogodka, je P(AU B) = P(A) + P(B),

e za poljubna dogodka A in B je P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Definicija 2. Dogodka A in B sta neodvisna, ce velja

P(AN B) = P(A)P(B).

Zgled 2. Imamo vreco z desetimi ostevilcenimi kroglicami. Iz nje nakljucno
ter brez vracanja vzamemo tri kroglice. Zanima nas, koliksna je verjetnost,
da 1zvlecemo Zogice ostevilcene z 1, 2 in 3, pri tem pa zaporedje ni pomembno.

Oglejmo si nagprej stevilo, ki nam pove, koliko razlicnih k-teric kroglic lahko
izvlecemo iz vrecke z n kroglicami. Izracunamo ga lahko z binomskim simbo-
lom (Z), ki je definiran s funkcijo fakulteta na sledec nacin

(1) =

. . . . . . .. .. 1
Za 1zracun iskane verjetnosti opazimo, da so vsi izmed moznih (30) dogodkov
enako verjetni, mi pa iscemo natanko enega izmed njh. Zapisemo lahko
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&

P(izvlecemo kroglice osteviléene z 1,2,3) =



Oglejmo si Se primer, pri katerem nimajo vsi izidi enake verjetnosti.

Zgled 3. Kovanec vrzemo desetkrat. Meti so med seboj neodvisni, verjetnost,
da pade grb naj bo p € [0,1]. Koliksna je verjetnost, da grb pade v pruvih treh
metih, potem pa ne ve¢? To lahko zapiSemo kot dogodek

w=GGEGECcoceceoe,
kjer G predstavlja grb, C' pa cifro. Mo¢ mnozice vseh izidov je enaka
[{G,C}? |=2".

Tu moramo biti pozorni, saj razen v izjemnem primeru, ko je p = %, 121d1
med seboj niso enako verjetni. Prava verjetnost dogodka w je

P(w) =p*(1—p)"*7°

Razmislimo zdaj Se, koliksna je verjetnost, da grb pade trikrat, torej ne nujno
na prvih treh mestih. Presteti je treba, na koliko razlicnih nacinov lahko
vrzemo tri grbe. To naredimo tako, da izmed desetih zaporednih metov iz-
beremo tri, pri katerih bo padel grb, to pa lahko naredimo natanko na (130)
nacinov. Velja torej

1
P(padejo trije grbi) = (30)p3(1 —p)".

Zgled 4. Zdaj bomo met kovanca predstavili z diskretno slucajno spremen-
ljivko X, ki se uporablja kot indikator tega dogodka. Predpisemo, da tma
vrednost 1, ce pade grb in 0, ¢e pade cifra. Verjetnost, da pade grb, je p,
verjetnost, da pade cifra, pa 1 — p. To drugace zapisemo kot

X~ ( 01 ) .
l—p p
Bolj splosno lahko diskretno slucajno spremenljivko predstavimo takole:
( ay Ay ... Gy ... >
pbr p2 .. Pn ... ’
pri cemer so a; mozni izidi, p; pa je verjetnost, da se zgodi a;. Pri tem mora

veljati



Definicija 3. Porazdelitev, podano s predpisom

n

P(X =k)= (k>pk(1 —p)" % k=0,...n,

imenujemo binomska porazdelitev. Oznacimo

X ~ Bin(n,p).

Definirajmo, kdaj sta dve sluc¢ajni spremenljivki neodvisni.

Definicija 4. Dve slucajni spremenljivki X in'Y sta neodvisni, kadar velja
P(X =z)P(Y =y) = P(X ==,Y =y),

za vse mozne pare T, y.

3 Pricakovana vrednost

Definicija 5. Pricakovano vrednost slucajne diskretne spremenljivke X de-
finiramo kot

E(X)=)Y kP(X =k).

Trditev 1. Pricakovana vrednost slucajne spremenljivke je linearna. To
pomeni, da veljata naslednji enakosti:

o F(aX)=aE(X) za vsak a € R,
e E(X+Y)=EX)+E(®Y).

Definicija 6. Naj bo f : R — R in X diskretna slucajna spremenljivka.
Pricakovano vrednost slucajne spremenljivke f(X) definiramo kot

E(f(X)) =Y f()P(X = k).

Oglejmo si preprost zgled izracuna pricakovane vrednosti po definiciji.

Zgled 5. Naj bo indikator I definiran tako kot zgoraj. Po definiciji izracunajmo
njegovo pricakovano vrednost.



E(X) = ) kP(X =k)

= ) kP(X =k)
= 1:-p+0-(1—p)

=D

Stevilo grbov pri metu n-tih kovancev je porazdeljeno binomsko. Vsak od
teh kovancev lahko prispeva en grb ali ni¢ grbov, tako da lahko stevilo grbov
predstavimo tudi z vsoto n-tih indikatorjev.

Zapisimo to e simbolicno. Naj bo X ~ Bin(n,p), potem velja
X=>1I.
i=1
Sledi, da je pricakovana vrednost X enaka

E(X) = iE(L) = np.

4 Varianca

Varianca meri, kako razprsena je porazdelitev oziroma kako dale¢ od pricakovane
vrednosti se gibljejo vrednosti.

Definicija 7. Varianco diskretne slucajne spremenljivke X definiramo kot

var(X) =Y (k- E(X))’P(X = k).
k

Trditev 2. Za neodvisni slucajni spremenljivki X in'Y wvelja

var(X +Y) = var(X) + var(Y).

Dokaz prepustimo bralcu.
Trditev 3. Ce je a € R konstanta, potem za slucajno spremenljivko X velja,
da je

var(aX) = a*var(X).



Dokaz:

var(aX) = Z(ak’ —aB(X))’P(X =k)

= a“var(z)
OJ
Trditev 4. Za varianco slucajne spremenljivke X velja
var(X) = E(X?) — E(X)2
Dokaz:
var(X) = > (k— E(X))*P(X =k)
k
= B((X - B(X))*)
= B(X?-2XE(X)+ E(X)?
= B(X? -2B(X)*+ E(X)?
= E(X*) - E(X)?
OJ

Zgled 6. Naj bo indikator I definiran tako kot zgoraj. Po definiciji izracunajmo
njeqovo varianco.

var(I) = > (k—E(I)*P(I =k)
= p-p

Iz trditve 2 in zgleda 6 sledi, da je za X ~ Bin(n,p) varianca

var(X) = np(1 — p).



5 Kumulativna porazdelitev

Kovanec vrzemo n-krat. Naj slucajna spremenljivka X predstavlja stevilo
grbov. Podano imamo verjetnost p, da pade grb in neko stevilo £ med 0 in
n. Koliksna je verjetnost, da pade najvec¢ k grbov? To verjetnost zapisemo

kot )
P(X<k)=)_ (?)pl(l —p)"

1=0
Ta primer prikazuje kumulativno porazdelitev.

Ce postavimo spodnjo mejo a in zgornjo mejo b, potem lahko verjetnost, da
ima X vrednost med a in b, zapisemo kot

Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a).

6 Standardna normalna porazdelitev

Standardna normalna porazdelitev je poseben primer normalne oziroma Ga-
ussove porazdelitve, kjer sta E(X) = 0 in var(X) = 1. Gostota standardne
normalne porazdelitve je

o ——T T —— T T T T
; H=0, 02=0.2, =— _—
H=0, 02=1.0, == |
H=0, 0?=50, = |
r H=-2, 0?=0.5, = -

0.8

Slika 1: Graf gostote standardne normalne porazdelitve je prikazan z rdeco
barvo

Njeno kumulativno porazdelitev oznacimo s



kar je enako ploscini med absciso in grafom gostote standardne normalne
porazdelitve.
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Slika 2: Graf kumulativne porazdelitve

7 Pricakovana vrednost 0 in varianca 1

Ce zelimo, da imata binomska porazdelitev in standardna normalna poraz-
delitev enaki pricakovani vrednosti in enaki varianci, binomski porazdelitvi
odstejemo njeno pricakovano vrednost in jo delimo s korenom njene variance.
Naj bo torej X ~ Bin(n,p). Vemo

E(X) = np,
var(X) = np(l —p).

Definirajmo novo slucajno spremenljivko

X —np

Vnp(1—p)

Varianco Y izracunamo s pomocjo naslednje lastnosti variance:

var(aX) = a*var(X),

kjer je a konstanta.



1

V nasSem primeru je a = . Ra¢unajmo

var(X)
var(Y) = var(x;)a_—r&p)
= varl(X) var(X — np)
- varl(X) var(X)

Pri racunanju pricakovane vrednosti binomske porazdelitve uporabimo line-
arnost pricakovane vrednosti. Dobimo

By = E(M)
var(X)

_ E(L) ) E(L)
var(X) var(X)

= e 00 ~ ()

= 0.

8 Centralni limitni izrek

Brez dokaza navedimo zdaj glavni izrek tega ¢lanka.

Izrek 1. Naj bodo X4, X, ..., X, neodvisne in enako porazdeljene slucajne
spremenljivke ter naj bo n dovolj veliko naravno Stevilo. Naj bodo S, =
>o.Xi, n= E(S,), 0* = var(S,) in Z ~ N(0,1). Potem za a < b velja
aproksimacija:
b—p

)

Pla< S, <b) =~ P( <Z<

Uporabimo ta izrek na primeru metanja kovanca.

Zgled 7. Kovanec vrzimo 30-krat. Podana je verjetnost p = 0.3, da pade
grb. Naj bodo X1, X, ..., X3¢ indikatorji definirant kot

. | 1; pade grb
Xi=1i= { 0; pade cifra
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Koliksna je verjetnost, da bo grb padel vsaj 8-krat in najvec 12-krat? Pisimo

Sg() - [1+[2—|—...+[30

po= 30p
o? = 30p(1-p)

Pri racunanju verjetnosti si pomagamo s centralnim limitnim izrekom, ki ga
lahko uporabimo, saj je n = 30 in to smatramo za dovolj veliko vrednost,
tocen rezultat pa recimo, da nas trenutno ne zanima. Za aproksimacijo na
intervalu (8,12) dobimo

P(8 < Sy < 12)

2
hy

%
o
o
do
oy
S

Da bi aproksimacijo izboljsali, povecamo interval (a,b) za 0.5 v vsako smer,
to pomeni, da gledamo interval (a—0.5,b+0.5) oziroma v naSem konkretnem
primeru interval (7.5,12.5). Ce upostevamo to izboljsavo, dobimo priblizek
0.6436. Spodaj si bomo ogledali se program, ki izracuna toéno vrednost in
kako se ta primerja s pribliZkom.

9 Program
Napisali smo tudi Python program, ki izracuna vsoto binomskih vrednosti

med a in b in toéno izracuna verjetnost P(a < S < b). Uporabili smo ga na
prej opisanem primeru meta 30-tih kovancev.

def fakulteta(n):

a =1

for i in range (n):
a = (i+1)xa

return a

def binomski(n, k):
a = fakulteta(n)/(fakulteta (k)xfakulteta (n—k))
return a

def verjetnost(a, b, n, p):
x =0
for i in range (a, b+1):
f=(p**xi)*((1—p)*x(n—i))*xbinomski(n, i)

10



x = x+f
return x

print(verjetnost (8, 12, 30, 0.3))

Program izpise vrednost 0.6342. Spomnimo se, da smo za aproksimacijo
s centralnim limitnim izrekom za P(7.5 < S3, < 12.5) dobili 0.6436. S

priblizkom smo zagotovo lahko zadovoljni.
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