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Povzetek

V ¢lanku spoznamo funkcije ve¢ spremenljivk in se previdno dota-
knemo pomembnih tem iz analize. Za¢nemo z grafi funkcij dveh spre-
menljivk, potem pa se osredoto¢imo na polarne in sferi¢ne koordinate,
s pomocjo katerih pridemo do sicer ze znanih rezultatov, ampak na
za nas nov in §irSe uporaben nac¢in. Zaklju¢imo s posebno funkcijo, ki
predstavlja razsiritev funkcije fakulteta, na pozitivna realna stevila.

1 Uvod

Vsak naj bi poznal funkcije ene spremenljivke, saj se jih obravnava ze v
osnovni Soli. Kdor potem nadaljuje Solanje, se z njimi Se bolje spozna, redki
pa se spoznajo s funkcijami ve¢ spremenljivk. Grafi takih funkcij so dosti
tezje predstavljivi kot grafi funkcij ene spremenljivke, ki jih lahko dokaj eno-
stavno upodobimo na ravnini. Cim veé spremenljivk nastopa v prostoru iz
katerega slikamo, tem bolj zapleteni so grafi funkcij, zapletenost pa v tem
primeru vodi do vecje svobode in nam odpira vrata do bolj abstraktnih idej.



2 Funkcije dveh spremenljivk

Definicija 1. Funkcija dveh meodvisnih spremenljivk je predpis, ki
vsakemu paru (x,y) iz podmnoZice ravnine predpise natanéno doloceno realno

stevilo. Velja torej:
f:R* =R

fo(ey) =z = fz,y).

Realno stevilo, ki je prirejeno spremenljivkam, v trorazseznem prostoru po-
meni visino nad toc¢ko (z,y) v ravnini. Upodabljali bomo le funkcije z do
dvema spremenljivkama, za funkcije treh ali vecih spemenljivk pa je upo-
dabljanje njihovega grafa na ljudem predstavljiv nacin tezje. Za razliko od
funkcij ene spremenljivke upodabljamo grafe lepih funkcij dveh spremenljivk
kot ploskev v R3, ki ima enacbo z — f(z,y) = 0. Spoznali smo nekaj grafov
preprostih funkcij, ogledali pa smo si tudi primere zahtevnejsih funkcij dveh
spremenljivk.

Zgled 1. Funkcija f(z,y) = 2* + y*. Graf funkcije je dvorazsezna ploskev v
trorazseznem prostoru.
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Slika 1: Graf funkcije f(x,y) = 2% + y*



Zgled 2. Primer zahtevnejse funkcije g(x,y) = x2sin(z)y>.

Slika 2: Graf funkcije g(x,y) = z2sin(x)y?

3 Volumen krogle

7 razlicnimi metodami bomo izracunali volumen krogle. Zacnimo s to, ki
smo jo spoznali ze v gimnaziji, kasneje pa bomo do iste formule prisli Se na
drug nacin.

Zgled 3. Izracun prostornine vrtenine, ki nastane z vrtenjem grafa funk-
cige f(x) = /(1 —a2). Graf te funkcije nad zaprtim intervalom [—1,1] je
ravno zgornja polovica enotstke kroznice, zato je rotacijsko telo enotska sfera,
integral pa predstavlja volumen krogle, ki jo oznacimo s K.

Uporabimo formulo V = w f; f(x)de in rezultat hitro sledi:

V(K) = w/_1\/<1—x2)2dx
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4 Izrek o zamenjavi spremenljivk v integralu

Najprej se bomo seznanili s primerom zamenjave ene spremenljivke, potem
pa bomo spoznali Se zamenjavo dveh in treh spremenljivk v integralu.



Naj bo f zvezna na [a,b] in ¢ zvezno odvedljiva funkcija, ki interval [« f]
preslika bijektivno na interval [a, b] tako, da je ¢(a) = a in ¢(5) = b. Tedaj
je
b B
[ s = [ oo
Na podoben nacin lahko zamenjamo ve¢ spremenljivk.

Izrek 1. Naj bo U C R"™ odprta mnoZica z volumnom razlicnim od 0 in
g : U — R™ dovolj lepa preslikava. Naj bo ‘det Dg(t)| #0 zavseteU. Za
vsako integrabilno funkcijo f: g(U) — R wvelja:

Fa)av = [ Flglt))|det Dy(o)]dv
g(U) U

5 Racunanje determinante reda 2 in 3

Oglejmo si, kako izracunati determinanto reda 2 in 3. Navedene so eksplicitne
formule za njihov izracun:

a b

Cd—ad—bc
a b ¢
d e f|= Z{—b’d{ﬂ‘dz
g b g g

6 Polarne koordinate

Polarni koordinatni sistem je ravninski koordinatni sistem, ki je osnova za
sfericni koordinatni sistem. Tocko v polarnem koordinatnem sistemu podamo
z dvema polarnima koordinatama:

e 1 - razdalja od tocke do koordinatnega izhodisca
e ¢ - kot med z-o0sjo in smerjo krajevnega vektorja tocke

Da iz polarnih koordinat dobimo koordinati kartezi¢nega koordinatnega sis-
tema z in y, uporabimo preslikavo g : [0,00) x [0,27) — R? s slede¢im
predpisom:

g(r, @) = (rcos ¢, rsin @)

Kartezicni koordinati torej z r in ¢ izrazimo takole:
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Slika 3: Graficni prikaz izrazave kartezi¢nih koordinat s polarnimi.

7 Sferiéne koordinate

Sfericni ali krogelni koordinatni sistem je sistem koordinat v trirazseznem
prostoru. Za dolocanje lege tocke v prostoru vedno potrebujemo tri koordi-
nate. Pri sfernem koordinatnem sistemu uporabljamo sferi¢ne koordinate:

e 1 - razdalja od tocke do koordinatnega izhodis¢a (dolzina krajevnega
vektorja 1)

e ¢ - kot med z-osjo in smerjo pravokotne projekcije krajevnega vektorja
7’ na xry-ravnino

e O - kot med xy-ravnino in vektorjem 7

Da iz polarnih koordinat dobimo koordinate kartezicnega koordinatnega sis-
tema x, y in z, uporabimo preslikavo g : [0,00) x [0,27) x [-5,Z] — R? s
predpisom:

g(r,¢,0) = (rcos¢cosb,rsin¢cosb,rsinb)

Dobimo koordinate:
e & =1rcospcost
e y=rsin¢gcosl

e 2 =7sinf
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Slika 4: Grafi¢ni prikaz izrazave kartezicnih koordinat s sferi¢nimi.

8 Parcialni odvod

Denimo, da je f : R? — R funkcija dveh spremenljivk.

Parcialna odvoda po z in po y funkcije f v tocki (a,b) definiramo (podobno
kot odvod pri funkciji ene spremenljivke) kot limiti ustreznih parcialnih di-
feren¢énih kvocientov (pri pogoju, da ti dve limiti obstajata):

fota.t) = 2 a.b) = i L2 0)
0 . btk
fy(a,b) = 8—£<a, b — tiy L0028

Parcialna odvoda torej izra¢cunamo tako, da odvajamo funkcijo na x oziroma
na y po znanih pravilih za odvajanje funkcij ene spremenljivke, pri cemer
smatramo drugo spremenljivko za konstanto.

Zgled 4. Za funkcijo f(z,y) = 2* + zy + y* je % =2x+yin g—£ =2y+ .

9 Jacobijeva matrika

Jacobijeva matrika preslikave ¢ : R? — R? oziroma ¢ : R® — R3 je matrika, ki
jo sestavljajo parcialni odvodi prvega reda. Komponentne funkcije preslikave
g slikajo iz domene g v R in jih je toliko kot je dimenzija prostora v katerega
slika g.

Ce je prostor dvodimenzionalen, izgledajo tako:

9($1,$2) = (91(%@2)792(951@2)
¢ :R* >R
¢ :R* >R
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Ce je prostor trodimenzionalen, pa izgledajo tako:

9(w1, w2, 23) = (91(71, T2, 23), g2(21, T2, T3), g3 (1, Ta, T3))
¢ :R* =R
g R¥* =R
g3 :R* =R
Matrika reda 2 ima obliko:

991 Ogq1

_|a B
Jg(x1,22) = 8_9905 ﬁ
ox1 0z

Matrika reda 3 ima obliko:

991 g1 Oq
81’1 8(22 8273

_ | 992 0Og2 0Og2
Jo(ry, 20, 23) = |50 55 o

9dg93 093 Ogs
o0z 0z oxs

10 Plosc¢ina kroga in volumen krogle

Naloga 1. S pomocjo polarnih koordinat in parcialnih odvodov izpelji formulo
za racunange ploscine kroga.
Najprej izracunamo parcialne odvode polarnih koordinat:

0
e 5 =cos¢

g—z = r(—-sing)

° %:singb

o

5 = 1 COoS ¢

Vstavimo jih v Jacobijevo matriko in izracunamo njeno determinanto.

o oz b rsino
or 06 cos¢ —rsin
det(Jg)(r, ¢) = oy Oy : =
o 99 sing 71cos¢




Dobimo determinanto diferenciala preslikave g, ki jo vstavimo v dvojni inte-

gral:
2 R 2m R
/ / |det Jg| drd¢ = / / rdrde
0 0 0 0
R

Ugotovimo, da smo dobili formulo za racunanje ploséine kroga:
S = mr?.

Naloga 2. S pomocjo sferi¢nih koordinat in parcialnih odvodov izpelji for-
mulo za volumen krogle.

Podobno kot prej izracunamo parcialne odvode in jih vpisemo v matriko, s
katero izracunamo determinanto:

det(Jg)(r, ¢,0) =

Oz Oz Ox
ar  9¢ 00 cos¢pcost —rsingcosf —rcospsind
= % % % = |singcosf rcos¢gcosf —rsingsinf| = r’cosd
0z 0z 0z sin 6 0 rcosf
or 0¢ 00

Determinanto vstavimo v trojni integral:



5 2r  rR
/ / / v = / / | det Dg|drdedd
22+4y2+22=R? —3 70 0
3 2r  rR
= / / / 2 cos Odrdpdd
- 0 0

z 21 3
= / 2 / cos 0| "dpds
T 3 0
-zJo
z 27 3
= /2/ 0089£d¢d9
—= Jo 3
% R3 2
= /ﬁgbCOSQ?lO do
-3
5 3
= /2 2n ki cos #df
3
2R3 | =z
= 3 51n9|f%
_ 227TR3
3
B 47 R3
3

Ugotovimo, da smo dobili formulo za ra¢unanje volumna krogle:

Arr3

V:
3

11 Eulerjeva I'-funkcija

Pri delu s funkcijami z ve¢ spemenljivkami smo spoznali tudi funkcijo gama.
Prvi je funkcijo zapisal Leonhard Euler leta 1729, ko je pisal pismo svojemu
prijatelju matematiku. Odvisna je le od ene spremenljivke ¢ in je preslikava:
[':(0,00) — R. Funkcija je zanimiva prav zato, ker ¢e v njo vstavimo celo
pozitivno stevilo n, potem lahko izracunamo fakulteto stevila n — 1.

Definicija 2. Funkcija gama je definirana kot:
[(t) = / e drt > 0
0
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Izrek 2. Zat € (1,00) velja zveza:
r)y=0t—-0)Ire—-1).
Ce izrek uporabimo za I'(t — 1), dobimo
't—1)=0t—-1I'(t—-2),

potem postopek ponovimo za I'(t — 2). Na isti nac¢in nadaljujemo, dokler ne
pridemo do I'(0) = 1 in sledi:

D) = (t— 1),

Dokaz izreka 2. Do zapisanega smo prisli z integriranjem po nacinu per
partes. Ker se enacbe za per partes na zacetku nismo spomnili, smo jo
enostavno izpeljali iz pravila za odvajanje produkta funkcij.

(u-v)' =u - -v+u-v

(u-v) —u-v=u-0

b
(w-v) —u - v=u-0 ‘/
a

b b b
— / U/U = / UU/
a a a

Uporabimo per partes na funkciji gama.

uv

F(t):/ e Tt ldr = 2t e
0

—l—/ e "2 (t — 1)dx
0 0

= (t—1)- /000 e 2 dy = (t—1DI(t—-1),

t—1
saj je lim,_,.o —— = 0. Pri integraciji per partes smo uvedli novi spremen-
el’

ljivki w in v, ki sta:
u=g"! dv=e""dz
du = (t — 1)2'2dx v=—e"

O
Izbrane vrednosti funkcije, pri katerih je spremenljivka ¢ € R so zbrane v
sledeci tabeli.

t [ 2 [1]3]2] 2 ]3
) | a1 % 1|22
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Slika 5: Graf funkcije I'(¢)

Ko se spremenljivka ¢ bliza neskonénim vrednostim, gre tudi I'(¢) proti ne-
skoncnosti. Podobno se zgodi, ko se t bliza vrednosti 0:

o lim ,oI'(t) = o0
o limy ,T'(t) = o0

Opisana funkcija nam je v pomoc pri izrazanju nekaterih integralov. Mi smo
naredili naslednji primer:

00 0o 1 00 4
/ zie ¥y = / <E> 3e*“d—u = i4 usle dy = F<f)
0 o 3 3 35 o 33
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