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Povzetek

Pri nasem projektu smo se ukvarjali z neskonénostjo. Pokazali smo, da
poleg stevne neskoncénosti obstaja Se neskonéno mnogo ostalih neskonénosti
in ugotavljali, katere so si enake ter katere se med seboj razlikujejo.

Na koncu smo dokazali Cantor-Schroder-Bernsteinov izrek, ki nam
pove, da ¢e med dvema mnozicama v obeh smereh obstaja injektivna
funkcija, imata mnozici enako moc.

1 Potrebne definicije

Med najosnovnejsimi in za nas projekt najpomembnejsimi lastnostmi so in-
jektivnost, surjektivnost ter bijektivnost funkcij.

Definicija 1. Funkcija f : A — B je predpis, ki priredi elementu x, x € A
natanko en element f(z) € B.

Definicija 2. Funkcija f : A — B je injektivna takrat, ko preslika razlicne
elemente x, x € A v razlicne elemente y, y € B oziroma ko velja

Ve, w9 € A 11 #x9 = f(11) # f(22).

Definicija 3. Funkcija f : A — B je surjektivna takrat, ko je vsak element
Yy, y € B slika nekega elementa x, x € A oziroma ko velja

Vye B dxeA: f(z)=y.

Definicija 4. Funkcija f : A — B je biyektivna takrat, ko je injektivna in
surjektivna. Bijektivni preslikavi recemo tudi bijekcija.

Definicija 5. Z [n| oznacimo mnozico {1,2,--- ,n}.

Definicija 6. Za funkcijo f : A — B in podmnozici S C A inT C B
definiramo sliko
f(S) ={f(s)|s €S}
wn prasliko
fHT) ={a| fa) € T}.

Definicija 7. Mo¢ konéne mnoZice A je stevilo elemntov x,x € A.

Mo¢ mnozice (kardinalnost) je merilo za merjenje stevila elementov v mnozici
oziroma za njeno velikost. Mo¢ te mnozice se izraza s kardinalnim Stevilom.
Kardinalnost dveh mnozic lahko primerjamo z uporabo kardinalnih stevil ali
pa z uporabo bijektivnosti in injektivnosti. Mo¢ mnozice A se oznadi s |A|
in za kon¢ne mnozice pomeni stevilo elementov v A.



Definicija 8. Mnozici A in B imata enako moc, ¢e med njima obstaja bi-
jekcija f: A — B.

Definicija 9. |A| < |B| velja natanko takrat, ko obstaja neka injektiona
preslikava f : A — B.

2 Stevne mnozice
Definicija 10. Mnozica A je koncna, ¢e obstaja n € Ny in bijekcija f : A —
[n].

Trditev 1. Naj bo S C N. Potem je mnoZica S konéna ali obstaja bijekcija
S — N.

Dokaz. Mnozico S uredimo po velikosti. Vemo, da najmanjse stevilo v §
obstaja, ozna¢imo ga s S in ga preslikamo v 1:

s1 > 1.

Sedaj pogledamo S\ {s;}. Ce je @, potem imamo bijekcijo s — [1], drugace
pa obstaja najmanjsi element v .S\ {s;}, ki ga ozna¢imo s s9, katerega nato
preslikamo v stevilo 2:

So > 2.
Nato pogledamo S\ {s1, s2} in nadaljujemo postopek.
Ce po kon¢nem stevilu korakov dobimo S\ {s1, - ,s,} = 0, potem imamo
bijekcijo S +— [n], drugace pa se postopek ponavlja v neskon¢nost in z njim
konstruiramo bijekcijo S — N. [

S tem smo dokazali, da je neskonénost N najmanjSa mogoca neskoncnost.
Mo¢ mnozice naravnih stevil oznac¢imo z |[N| = Ry.

Definicija 11. Mnozica A je stevna, ce je A koncéna ali ¢e obstaja bijekcija
f:A—N.

Trditev 2. Mnozica Ny je stevna mnozica.

Dokaz. Definiramo funkcijo f : Ny — N s predpisom n — n + 1 za vse
T,y € No.
Pokazimo, da je funkcija injektivna:

fle)=fly) = z+1l=y+1 = z=uy.

Pokazimo, da je funkcija surjektivna. Ker za vsak y € N velja f(y — 1) =y
in je y — 1 € Ny, je funkcija f surjektivna.
Funkcija je tako injektivna kot surjektivna, zato je tudi bijektivna. ]
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Trditev 3. Mnozica naravnih stevil N ima enako moc kot mnoZica celih stevil
7.

Dokaz. Da bi dokazali, da sta moci mnozic N in Z enaki, moramo med njima
poiskati bijekcijo. Definirajmo to funkcijo kot f : N — Z s predpisom

0 | n=1
f(n) =4 -4 | n liho stevilo, ki ni 1
5 | n sodo

Prepri¢ajmo se, da je funkcija dobro definirana. Stevilo 0 je celo stevilo, 2

je tudi celo Stevilo za sodi n. Tudi —”T_l je celo stevilo za lihe n, torej f re2s
slika v mnozico celih stevil Z.

Pokazimo, da je funkcija f injektivna. Kot slika funkcije f je § vedno strogo
pozitivno, _an1 pa vedno strogo negativno. Ker sta to nekonstantni linearni
funkciji, je f injektivna tudi znotraj sodih in lihih Stevil. Torej je f res
injektivna.

Pokazimo Se, da je funkcija f surjektivna. Za n = 1 dobimo f(1) = 0. Slike
sodih stevil so ravno mnozica pozitivnih celih Stevil, slike lihih stevil, vecjih
od 1, pa predstavljajo mnozico negativnih celih stevil. Unija teh dveh mnozic
in Stevila 0 je celotna mnozica celih Stevil, zato je f surjektivna.

Ker je funkcija f tako injektivna kot surjektivna, je bijektivna. O]

S tem smo pokazali, da je mo¢ mnozice naravnih Stevil N enaka mo¢i mnozice
celih stevil Z.

Trditev 4. Kartezicni produkt mnoZice naravnih stevil same s sabo N x N
je Stevna mnoZica.

Dokaz. Funkcija f : N x N — N preslika elementa (a,b) — 2%-3% za a,b € N.
Pokazimo, da je funkcija injektivna. Naj bo (ay,b1), (az,by) € N?. Potem
velja

f(ar,00) = f((az,by)) == 273" =2%2.3" =

— a1 =ay, b =0b = (a1,b1) = (a2,b2)

zaradi enoli¢nosti razcepa na prastevila. Torej je funkcija f injektivna. Z
uporabo trditve 1 lahko zaklju¢imo, da obstaja tudi bijekcija N2 — N. O



3 Vecje neskoncnosti

Trditev 5. Obstaja bijektivna funkcija f: (0,1) — R.

Dokaz. Vemo, da obstaja bijekcija f : (—=%,5) — R (primer taksne funkcije

je f(z) = tanwz. To nam pove, da [(=F,7)| = |R|, dokazati pa Zelimo
(0, 1)] = R

Zadosca torej dokazati, da obstaja bijekcija g : (0,1) — (=%,%). Pogojem
ustreza npr. funkcija g(r) = § — 7. O

Izrek 1. Ne obstaja bijekcija f : R — N.

Izrek bomo dokazali s protislovjem. Pri tem bomo uporabili t.i. Cantorjev
diagonalni argument. Georg Cantor je bil matematik, znan kot zacetnik
teorije mnozic. Razlic¢ico njegovega dokaza bomo v nasi nalogi Se veckrat
uporabili.

Dokaz. Recimo, da bijekcija obstaja. Vemo, da je mo¢ mnozice R enaka moci
intervala (0, 1), zato mora obstajati tudi bijekcija (0,1) — N. To pomeni, da
lahko vsa realna stevila s tega intervala ostevilé¢imo in jih postavimo v vrsto.
Vemo tudi, da je decimalni zapis realnega stevila enoli¢en (z izjemo tistih,
ki se koncajo s periodo 9 - v tem primeru se vedno odlo¢imo za moznost s
konénim Stevilom decimalk). Zapisali smo torej vsa realna Stevila na intervalu
med 0 in 1.

r1 =0, dy1diadyzdyy . ..
ro = 0, da1doadasday . . .
rs = 0, dsi1dzadssdsy . . .
Ty =0, dgdsodysdyy . . .

Definirajmo stevilo r € (0,1) kot

r=0,¢0142G3q - - -,
kjer je
¢ =di +7 (mod 10),
od koder sledi
¢ # di; Vi
To pomeni, da se bo stevilo r od vsakega realnega Stevila na seznamu raz-
likovalo vsaj v eni decimalki. Ker pa r € (0, 1), bi po nasi predpostavki, da

smo zapisali vsa Stevila s tega intervala, moral biti na seznamu. Tako smo
prisli do protislovja, kar pomeni, da bijekcija R — N ne more obstajati. [



Posledica 1. Niso vse neskoncnosti enako velike.

Dokaz. Obstaja injektivna funkcija f : N — R, definirana kot f(n) = n. Ker
zaradi tega kardinalnost mnozice R ni manjsa od |N| in po zgornjem izreku
mo¢i mnozic nista enaki, velja |[R| > |N|. To pomeni, da mora obstajati
neskonénost, vecja od |NJ. O

Tako naravnih kot tudi realnih stevil je neskonéno mnogo, a smo ravno
dokazali, da se ti dve neskonénosti razlikujeta (druga je vecja od prve). Zan-
imivo je, da se ne da dokazati, ali je med tema dvema neskon¢nostima vmes
Se kaksna (mnozica z mocjo m,|N| < m < |R|). Ne glede na to, ali kot
aksiom vzamemo, da obstaja, ali pa, da vmesne neskoncnosti ni, ne bomo
naleteli na protislovje. Temu pravimo hipoteza kontinuuma.

Trditev 6. MnoZica vseh realnih zaporedij {f : N — R} = RN ima enako
moc kot mnoZica vseh realnih stevil.

Dokaz. Trditev |RN| = |R| je ekvivalentna trditvi |(0, 1)N| = |(0,1)|, saj smo
s trditvijo 5 dokazali, da [(0,1)] = |R|. Dovolj je, da najdemo bijekcijo
f:0,DN - (0,1).

Naj bo 71,79, 73, ... zaporedje realnih §tevil iz intervala (0, 1).

T = 0, f;| | (f’]-z(u’il;i(h foue
s — 0, (;21(11-221‘33;;(;21...
Ty = “ !';3[f?l;g-__)_fj;i;;ff:;,l...

Tqg = U l"r.Hl'f‘_]gfj,";t'fL,l.._

Definiramo r = 0, dy1dy2do1d13daadsidyy - . ., kot je prikazano na sliki 3. Na
taksen nacin lahko iz kateregakoli realnega zaporedja na intervalu (0, 1) do-
bimo novo realno Stevilo s tega intervala, ki to zaporedje enoli¢no doloca,
torej gre res za bijekcijo. O

Trditev 7. Naj bo mnozica S mnoZica vseh koncnih podmnoZic mnoZice nar-
avnih stevil. Potem je mnoZica S stevna.

Dokaz. Pois¢imo injektivno preslikavo f: S — N.

Za kon¢no podmnozico naravnih stevil A = {ay, as, as, ...,a,} najbo f(A) =
Day *Pay *Pas - - - * Pa, , PI1 Cemer je p,. i-to najmanjse prastevilo. Iz enoli¢nosti
prastevilskega razcepa sledi, da je funkcija res injektivna. Ker je zmnozek
samih prastevil vedno naravno stevilo, je funkcija f tudi dobro definirana. [



Ugotovili smo, da je mnozica vseh kon¢énih podmnozic N stevna. V nasled-
njem primeru obravnavamo mnozico vseh podmnozic N, tudi neskonénih -
torej potencno mnozico naravnih stevil.

Trditev 8. Ne obstaja bijekcija f: N — P(N).

Dokaz. Izrek bomo podobno kot prej dokazali s protislovjem.

Recimo, da bijekcija obstaja. To pomeni, da lahko vse podmnozice nar-
avnih stevil (torej vse elemente mnozice P(N)) osteviléimo. Po vrsti (glede
na oSteviléenje) zapisimo seznam vseh podmnozic: Si, Sy, Ss, ... Poglejmo
podmnozico S; ={neN | n¢S5,},ieN.

Ce i € S;, bi moralo zanj kot element te mnozice veljati, da i ¢ S;. Ce pa
i ¢ S;, bi moral zaradi tega biti v tej mnozici. To nas pripelje v protislovje.
Tako smo dobili podmnozico naravnih stevil, ki se razlikuje od vseh iz sez-
nama. Vendar pa smo predpostavili, da so zapisane vse podmnozice. To
pomeni, da bijekcija f : N — P(N) ne more obstajati. ]

Izrek 2. Ne obstaja surjektivna funkcija f : A — P(A).

Dokaz. Posplosimo zgornji dokaz za primer A = N. Pri dokazu bomo upora-
bili protislovije.

Naj obstaja surjektivna funkcija f : A — P(A). Vsako mnozico, ki je
element P(A), oznacimo z S,,a € A, da f(a) = S,. Poglejmo mnozico
S={a | a¢ S} Iztega neposredno sledi, da S # S,, saj je element a
v natanko eni izmed obeh. Ker pa S # S, Va, mnozica S ne bi smela biti
na seznamu oz. ne bi smela biti element P(A), saj bi sicer bila oznacena.
Vendar pa vsebuje le elemente mnozice A, torej je element njene potencne
mnozice, kar nas vodi v protislovje.

Nasa zacetna predpostavka tako ne more biti pravilna. Zato |P(A)| >
|Al. O

Posledica 2. Obstaja neskoncno mnogo razlicnih neskoncénosti.

Dokaz. Ce bi obstajala mnozica z mocjo, enako najvecji izmed neskonc¢nosti,
ne bi mogla imeti poten¢ne mnozice. Sledi, da nobena neskonc¢nost ni na-
jvecja, torej jih mora biti neskonéno mnogo. O]



4 Cantor-Schroder-Bernsteinov izrek

Izrek 3. Naj bosta f : A — B in g : B — A injektivni funkciji. Potem
obstaja bijektivna funkcija h : A — B.

Dokaz. Definirajmo

By =B\ f(A)
By = (fog)(Bo)

By = (fog)(B1)
In v bolj splosni obliki

B, = (fo9)(Bn1)=(fog)"(By).

Definirajmo Se
B*=|JB..
n=1

Iz tega sledi, da lahko definiramo bijektivno funkcijo h : A — B s predpisom

ha) = {g-1<a> o€ g7 (B)
fla)  agg(B).

Sedaj moramo dokazati, da je funkcija h dobro definirana in bijektivna.

Ce a € g~ (B*), potem obstaja b € B*, tako da velja a = g(b) in posledi¢no
b = g '(a). Ta b je enolicno dolocen, ker je funkcija ¢ injektivna, torej je
funkcija h dobro definirana.

Za dokaz injektivnosti moramo obravnavati dva primera. Ce velja aq,as €
g 1 (B*) ali ay,ay ¢ g~ '(B*), potem h(a;) = h(ay) o¢itno pomeni a; = as.
V nasprotnem primeru, torej ¢e a; € g~ '(B*) inay ¢ g~ (B*), predpostavimo,
da velja h(a;) = h(ay). Potem velja g7'(a;) = f(az). Vidimo torej, da f(as)
pripada B*. Naj bo f(a2) = b za nek b € B,,. Definirajmo b’ € B,,_;, tako da
velja b = f(g(b')). Sledi, da je f(ag) = f(g(')), torej je zaradi injektivnosti
as = g(b'), kar je protislovje, saj smo na zacetku dolocili, da as ¢ g~!(B*).
Sedaj moramo dokazati Se surjektivnost funkcije h. Vsak b € B mora biti
slika najmanj enega elementa iz mnozice A in pripada natanko eni izmed
mnozic B* in B\ B*. Ce pripada B*, potem velja h(g(b)) = b in je b slika
g(b), drugace pa velja h(f~1(b)) = b, torej je b slika f~1(b). O

Trditev 9. Potencna mnoZzica naravnih stevil je po moci enaka mnozici re-
alnih stewvil.



Dokaz. Po Cantor-Schroder-Bernsteinovem izreku zadosca poiskati injektivno
preslikavo f : P(N) — R in injektivno preslikavo g : R — P(N).

Kot funkcijo f si lahko izberemo predpis, ki vsaki mnozici naravnih stevil S
priredi realno stevilo r na slede¢ nacin:

r=0,¢19293q4 . . .,

kjer naj bo vsaka decimalka

fo | i¢s
"Y1 | ies

TaksSen zapis je za razlicne podmnozice razlicen, saj bi sicer enke na to¢no
istih mestih implicirale tocno isti mnozici. Funkcija je tudi dobro definirana,
saj je nicla, ki ji za decimalno vejico sledi neko zaporedje decimalk, realno
stevilo.

Zdaj potrebujemo Se funkcijo g. Ker smo dokazali |N| = |Z|, je enakovredno
poiskati injektivno funkcijo h : R — P(Z). Realno stevilo najprej pretvorimo
v dvojiski sestav. Ce je na i-tem mestu enica, naj bo stevilo i element
mnozice, ki je slika tega realnega stevila, sicer pa ne. Pri tem mesta levo od
decimalne vejice Stejemo s pozitivnimi Stevili, za njo pa z negativnimi celimi
Stevili. Slika bo vedno mnozica, ki bo vsebovala sama cela stevila, torej bo
element P(Z). Zato funkcija je dobro definirana. Res je tudi injektivna, saj
razlicnim Stevilom nikoli ne bo priredila istih mnozic.

Poiskali smo injektivni funkciji v obeh smereh med mnozicama, torej mora
obstajati tudi bijekcija P(Z) — N. ]
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