Madzarska metoda z utezmi

Ema Leila Grogelj, Lucija Matijasi¢, Ziva Kocijan
Mentor: Jakob Svetina

Povzetek

V ¢lanku se dotaknemo teorije grafov. Nato definiramo in utemeljimo
madzarsko metodo z utezmi ter zaklju¢imo s primeri reSenih nalog
razli¢nih tezavnosti in glavno nalogo, s katero pomagamo resiti svet.

1 Uvod

Vsak dan sprejemamo razlicne odlocitve in redko pomislimo, da bi nam pri
nekaterih matematika lahko prisla prav. Madzarska metoda z utezmi je vse-
kakor koristna in nam omogoci, da v dolocenih situacijah zagotovo izberemo
najcenejso ali najboljSo moznost. S pomoc¢jo MMU smo tako izbrali najhi-
trejSo plavalno skupino in pomagali Mascevalcem pri resevanju sveta. Poleg
tega smo spoznali osnove teorije grafov, ki nam je prisla prav pri razumevanju

MMU.



2 Teorija grafov

Definicija 1. Graf je urejen par G = (V, E), kjer je V neprazna mnoZica
tock oziroma vozlisé, E pa mnoZica povezav. Vsaka povezava je mnoZica
dveh razlicnih vozlisc.

Graf je sestavljen iz tock, imenovanih vozlisca, nekatera od njih pa so med
seboj povezana.
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Slika 1: Primera grafov.

2.1 Polni grafi

Definicija 2. Poln graf je graf, kjer je vsako vozlisce povezano z wvsakim
drugim vozliscem.

7 drugimi besedami: za izbrano vozlisce so vsa ostala vozlis¢a sosednja, oz.
vsa vozlis¢a so med seboj povezana. To se vidi na naslednjih primerih:
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Slika 2: Primera polnih grafov.




3 Dvodelni grafi

Definicija 3. Ce obstajata mnozici X in'Y, da je X UY = V(G) in ima
vsaka povezava e € E(G) eno krajisce v X in drugo v'Y, je graf dvodelen.

Torej med vozlis¢éi v mnozici X ni povezav. Prav tako ni povezav med vozlisci
v mnozici Y. Za dvodelen graf recemo, da je dvoobarljiv, kar se vidi iz
naslednjih primerov:

Slika 5: Graf K272.

Slika 3: Graf Kj 3.

Slika 4: Graf K.

3.1 Lastnosti dvodelnih grafov:

e graf, ki nima lihih ciklov, je dvodelen.
e cikli¢ni graf s sodim Stevilom vozlis¢ je dvodelen.

e graf je dvodelen, ¢e se ga lahko obarva z dvema barvama (kromati¢no
stevilo je manjse ali enako 2).

4 Prirejanje

Definicija 4. Graf G = (V, E) naj bo poljuben neusmerjen graf. M C E je
prirejanje grafa G, ce povezave 1z M nimajo skupnih krajisc.

V grafu G lahko glede na neko izbrano povezavo izberemo drugo povezavo,
ce se ti ne stikata v nobenem krajisc¢u, in s tem gradimo prirejanje.

Definicija 5. Problem najvecjega prirejanja:
Dan je neusmerjen graf G. Poisci prirejanje v grafu G z najvecjo mocjo.



Slika 6: Prikaz najvecjega prirejanja v grafu.

5 Definicija madzarske metode za dvodelne
grafe z utezmi

7, madzarsko metodo za dvodelne grafe z utezmi smo se najprej spoznali na
nekaj lazjih primerih. Nato smo definirali problem najcenejSega popolnega
prirejanja v polnem dvodelnem grafu.

Definicija 6. Problem najcenejsega popolnega prirejanja v polnem dvodelnem
grafu.

o Podatki:

— Poln dvodelen graf G = K, ,,, V(G) = X UY, X = {x,...,2,},
Y = {yh‘"vyn}

— Matrika cen povezav C' € R™", kjer ¢;; pomeni ceno povezave

Ty Yj
e J[5¢emo:

— Popolno prirejanje M v G z najmanjso ceno:



Zgled 1. o Pogledali smo si graf Ks3:

D

e Spoznali smo, da ima graf K, ,, n! popolnih prirejanj. Za nas graf Ks3
Jih torej obstaja 6:
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Trditev 1. Naj bo A € V(G) in a € R. Ce ceni vsake povezave s krajiscem
v A pristejemo a, se mnoZica na]cenejszh popolnih prirejanj ne spremeni.

Dokaz 1. Ker wvsako popolno prirejanje vsebuje natanko eno povezavo s
krajiscem v A, se vsakemu od mjih cena spremeni za a. Torej se mnoZica
optimalnih resitev ohrani.

Slika 7: Skica dokaza.



Posledica 1. Najboa € R ini,j € {1,...,n}:

1. Ce vsakemu elementu i-te vrstice matrike C' pristejemo a, se mnoZica
optimalnih resitev ne spremeni.

2. Ce vsakemu elementu j-tega stolpca matrike C' pristejemo a, se mnoZica
optimalnih resitev ne spremeni.

6 Postopek madzarske metode z utezmi

Naloge smo resevali po naslednjem postopku:

1. korak:
e Od elementov vsake vrstice matrike C' odstejemo najmanjsi ele-
ment vrstice.

e Od elementov vsakega stolpca matrike C' odstejemo najmanjsi ele-
ment stolpca.

2. korak:

e Pogledamo, ¢e v matriki C' lahko izberemo n mest, tako da velja:

(a) Na izbranih mestih so nicle.
(b) V wvsaki vrstici in vsakem stolpcu matrike C' je natanko eno
izbrano mesto.

e Sicer izberemo mnozico P vrstic in/ali stolpcev matrike C', tako
da velja:

(a) |P|] <n.
(b) Vrstice in stolpci iz mnozice P skupaj pokrijejo vse nicelne
elemente v matriki C.

Definicija 7. Element c; ; je:

e pokrit, ce velja v; € P ali s; € P.
e dvakrat pokrit, ce velja v, € P ins; € P.
e nepokrit, ce velja v; ¢ P ins; ¢ P.



Stolpci v P

Vrstice v P | Dvakrat pokriti elementi | Pokriti elementi

Pokriti elementi Nepokriti elementi

3. korak

e Naj bo € najmanjsi nepokriti element matrike C"
— Vse nepokrite elemente zmanjSamo za €.
— Vse dvakrat pokrite elemente povecamo za ¢.

4. korak

e Ce se da izbrati nicle, kot je to opisano v 2. koraku, se metoda
konca.

e V tabeli izberemo elemente, ki so na mestih izbranih nicel, in jih
seStejemo, da dobimo najcenejSe prirejanje.

e Sicer se vrnemo na 2. korak.

7 Utemeljitev pravilnosti madzarske metode
z utezmi

1. korak: Mnozica optimalnih resitev se po pomozni trditvi ohrani. Po
tem koraku je vsak ¢;; > 0 in v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu je
vsaj ena nicla.

2. korak: Kaj izberemo v matriki C'?

(a) Bodisi n nicel; v vsaki vrstici in vsakem stolpcu natanko eno.

(b) Bodisi manj kot n vrstic in/ali stolpcev, ki pokrijejo vse nicle v
matriki C.

Ali je mogoce, da niti (a) niti (b) ne uspe?



Definicija 8. : Nicelni graf H
V(H)=V(G) ={v1,...,0n,81,-.-, S}
Pri cemer v poment vrstico, s pa stolpec.
E(H) = {visj; cij}

V grafu H z madZarsko metodo poiscemo najvecje prirejanje M in naj-
mangjse pokritje P, kjer je |M| = |P]|.

(a) |M| = n: M je popolno prirejanje v graf H s ceno 0, torej je M
najcenejse popolno prirejanje v G.

(b) |M| < n: Potem je tudi |P| < n. Torej je P mnoZica manj kot n
vrstic in/ali stolpcev matrike C, ki pokrije vse nicle v C'.

3. korak: Vsi nepokriti elementi so vecji od ni¢, zato je tudi njihov naj-
manjsi element € > 0. Po tem koraku so Se vedno vsi e; ; > 0. Ta korak
lahko interpretiramo tako:

(a) vsem vrsticam v P pristejemo ¢,

(b) od vseh stolpcev zunaj P odstejemo e.

Stolpci v P
Vrstice v P +¢ +ein —¢
+ecin —¢ —€

Po pomozni trditvi se torej mnozica optimalnih resitev ohrani.

7.1 Zakljucek:

Ce se MMU ustavi/konc¢a, dobimo najcenejse popolno prirejanje v G glede
na C.



8 Primeri uporabe MMU

8.1 Emnostaven primer MMU

Najprej smo spoznali enostaven primer MMU. V nalogi morajo Stirje proce-
sorji opraviti stiri razlicna dela. Dana je tabela cen za opravljena posamezna
dela. Cilj naloge je bil dodeliti dela procesorjem tako, da bo skupna cena za
delo najnizja.

Delo a | Delo b | Delo ¢ | Delo d
Procesor 1 | 5 3 4 6
Procesor 2 | 5 5 3 7
Procesor 3 | 4 5 7 6
Procesor 4 | 2 4 6 5

Tabela 1: Tabela enostavnega primera MMU.

Procesor 1 Procesor 2 Procesor 3 Procesor 4

Slika 8: Graf tabele enostavnega primera.



Tabeli enostavnega primera MMU smo v prvem koraku priredili ma-
triko:

5 3 4 5
5 5 3 7
4 5 7 7
2 46 5

Nato smo odsteli najmanjSo vrednost v posamezni vrstici od cen v tej
vrstici (v prvi 3 ...):

O O NN
N = N O
=~ W O =
W W = N

V tretjem koraku smo odsteli Se najmanjse vrednosti v stolpcih:

1 31
2 41

V cetrtem koraku smo pokrili vrstice in stolpce z ni¢lami in izbrali naj-
manjsi nepokrit element ¢ = 1. Nepokritim vrednostim smo odsteli €,
enkrat pokrite vrednosti nismo spremenili in dvakrat pokritim vredno-
stim smo pristeli e:

SO W W
_— o N O
W N O
S O N O

e Vsakemu procesorju smo na matriki s pomocjo nicel izbrali delo in do-
bili vsoto:

S5+3+5+2=15

Ce dela razdelimo med procesorje na najbolj optimalen nacin, bomo
placali 15 EUR.
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8.2 (Glavna naloga

Sestega avgusta 2018 Zemljo naenkrat prizadene Sest katastrof: pozar v
Afriki, poplave v Juzni Ameriki, tsunami v Aziji, potres v Avstraliji, tornado
v Severni Ameriki in izbruh vulkana v Evropi. K sre¢i na pomoc priskocijo
Mascevalci. Glede na katastrofe so sposobni resiti sledece stevilo ljudi (v
tisocih):

pozar | poplave | tsunami | potres | tornado | vulkan
Iron Man 10 10 3 10 9 10
Captain America | 6 10 3 8 9 10
Hawkeye 5 3 7 11 3 10
Hulk 10 7 8 7 6 6
Thor 5 4 3 12 9 4
Black Widow 10 15 12 17 10 9

Tabela 2: Tabela glavne naloge.

e Najprej smo tabeli priredili matriko:

(10 10 3 10 9 10]
6 10 3 &8 9 10
5 3 7 11 3 10
0 7 8 7 6 6
5 4 3 12 9 4

(10 15 12 17 10 9

e Nato smo od najvecje vrednosti v posamezni vrstici odsteli ostale vre-
dnosti v tej vrstici. V tretjem koraku smo odsteli najmanjse vrednosti
v posameznih stolpcih. V cetrtem koraku smo pokrili vrstice in stolpce
z niclami in izbrali najmanjsi nepokrit element ¢ = 1. Nepokritim
vrednostim smo odsteli €, enkrat pokritih vrednosti nismo spremenili,
dvakrat pokritim pa smo pristeli €. Zatem smo drugi¢ pokrili vrstice
in stolpce z ni¢lami in znova izbrali najmanjsi nepokrit element ¢ = 1.
Po drugem pokrivanju smo dobili sledeco matriko:
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e Vsakemu Mascevalcu smo na matriki s pomocjo nicel izbrali katastrofo,
pri kateri bodo skupaj resili najvec ljudi in dobili dve resitvi. Prikazana

—_—
(-

Ot Ot O Ot W~

je ena izmed resitev:

— Iron Man: 10 000

Hulk: 8 000
— Thor: 9 000

— Black Widow: 17 000

10000 + 10000 + 10000 + 8000 + 9000 + 17000 = 64000

Skupaj lahko resijo najvec 64 000 ljudi.

8.3 Tezja naloga

Pri tezji nalogi je cilj Sestim plavalcem dodeliti eno izmed stirih disciplin,

tako da bo skupni ¢as najkrajsi.

OO W N O O
— Ot O = Ot Ot

Captain America: 10 000
Hawkeye: 10 000

O Ot = RN

e}

o O
o O O

= O W o
SO =~

Hrbtno | Prsno | Delfin | Prosto
Ana 65 73 63 57
Bor 67 70 65 58
Cene | 68 72 69 959
David | 67 75 70 59
Eva 71 69 75 57
Filip | 69 71 66 59

Tabela 3: Tabela tezje naloge.
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e V prvem koraku tabeli priredimo matriko. Za izvajanje MMU potre-
bujemo n x n matriko, zato smo dodali dva stolpca z niclami.

65
67
68
67
71
69

73
70
72
1)
69
71

63
65
69
70
75
66

57
o8
25
59
57
29

S OO oo o

O O OO oo

e Nato smo odsteli najmanjse vrednosti v posameznih stolpcih. V tretjem
koraku smo pokrili vrstice in stolpce z niclami in izbrali najmanjsi
nepokrit element € = 1. Nepokritim vrednostim smo odsteli , enkrat
pokritih vrednosti nismo spremenili, dvakrat pokritim pa smo pristeli
€. Za tem smo drugic¢ pokrili vrstice in stolpce z niclami in znova izbrali
najmanjsi nepokrit element ¢ = 1. Po drugem pokrivanju smo dobili

slede¢o matriko:

—_
(-

N OO N O

Ot W O Ot

= —
2 ooo o

O N W

W DN W

— O = O N

—
(-

—_ O N

0
1
0

e Plavalce smo razdelili med sledece discipline

— Ana: hrbno
— Bor: delfin
— Cene: prosto
— David: /

— Ewva: prsno
— Filip: /

Skupni cas izbranih plavalcev je 254 sekund.
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