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Povzetek

V projektu smo se ukvarjali z iskanjem nacina resevanja nalog, kjer
moramo pri Stetju razliénih konfiguracij upostevati rotacije ali sime-
trije.

V okviru tega smo spoznali osnove grup, nato pa smo podrobneje razi-
skali delovanja grup ter odkrili sredstva, s katerimi smo lahko dokazali
Burnsidovo lemo, ki je za taksne naloge zelo uporabno orodje.



1 Uvod

V tabeli 7 X 7 pobarvamo dva kvadratka. Koliko razlicnih koknfiguracij lahko
dobimo, ce Stejeta dve konfiguraciji za enaki, ko lahko iz ene dobimo drugo z
rotacijami okrog sredisca za 90°?

Ce nalogo poskusimo regiti na obi¢ajen nadin, hitro opazimo, da lahko z
rotacijo nekaj barvanj dobimo vec razli¢nih konfiguracij kot z rotacijo drugih
- ¢e sta namreC pobarvana kvadratka simetri¢na cez sredisce tabele, lahko z
rotacijo dobimo le dve razli¢ni konfiguraciji, sicer pa §tiri. Ceprav bi lahko
nalogo resili tudi drugace, si bomo poskusali pomagati z grupami, da spo-
znamo Burnsidovo lemo - orodje, ki podobne naloge precej poenostavi.

2 Grupe
Da se lotimo problema, bomo torej najprej morali spoznati, kaj so grupe.

Definicija 1 Grupa (G,-), je par mnoZice G in operacije -, ki poljubnima
dvema elementoma mnoZice G priredi nek element mnozice G. Veljati morajo
se naslednje lastnosti:

e operacija je asociativna, torej: (a-b)-c=a-(b-c), Ya,b,c € G.
e v (G obstaja nevtralni element 1g, tako da velja

a-lg=1g-a=a, Ya € G.

e vsak a € G ima svoj inverz a”!, tako da

Za dva elementa ¢ in h bomo g - h pisali enostavno kot gh.

Primer grupe je (Z,+). SeStevanje je binarna asociativna operacija, imamo
nevtralni element 1 = 0 in vsak element ima svoj inverz a=! = —a, saj velja

at+at=a+(—a)=0=1g.

Operacija v grupah ni nujno komutativna, tj. za poljubna elementa g,h € GG
ne velja nujno gh = hg. Grupe s komutativno operacijo imajo posebno ime.



Definicija 2 Abelova grupa je grupa, katere operacija je tudi komutativna.

Zgled 1 (Z,+) je Abelova grupa, ker je sestevanje komutativno.

Navedimo Se nekaj pomembnih primerov grup. Nekatere izmed njih bomo
kasneje tudi uporabili.

Definicija 3 Simetricna grupa S, je mnoZica vseh permutacij mnozice
{1,2,...,n}. Operacija v tej grupi je kompozicija (na nasi mnoZici permu-
tacije izvajamo eno za drugo).

Definicija 4 Diedrska grupa reda 2n, ki jo oznacimo z Ds,, je grupa rotacij
in zrcaljenj pravilnega n-kotnika. Operacija v tej grupi je prav tako kompozi-
ctja.

Definicija 5 Trivialna grupa {1¢} je grupa, ki vsebuje le nevtralni element.

Preden nadaljujemo, poglejmo nekaj osnovnih lastnosti grup.

Izrek 1 V wsaki grupi sta nevtralni element in inverz posameznega elementa
enolicno dolocena.

Dokaz: Dokazimo s protislovjem. Predpostavimo, da sta v grupi G dva
razlicna nevtralna elementa in ju oznacimo z lg, in 1g,. Potem velja:

lg, - 1, =1g,, (1g, je nevtralni element)
lg, - lg, =lg,, (1g, je nevtralni element)
= 1G1 :1G2;

kar je protislovije.

Podobno predpostavimo, da za nek element a € G obstajata dva razlicna
inverza a; ! in ay'. Potem zaradi asociativnosti velja:

(ay'-a)-ay' =1g-ay' =ay'

ar'(a-ayl)=a;tlg=ai’

-1 _ -1
ﬁal = Qqy

Spet smo prisli do protislovja in tako vemo, da je vsak inverz elementa iz GG
enoli¢no dolocen. O



Enostavno lahko pokazemo tudi, da velja:
e (e l=a
o (ab)'=b"1la?

Lema 1 Naj bo g € G. Potem je preslikava f : G — G, definirana s
predpisom f(z) = gx, bijekcija.

Dokaz: Najprej dokazimo injektivnost. Recimo, da obstajata taka x in y,
r #y, da velja f(z) = f(y). Potem sledi: gr = gy = g 'gr = g gy = o =
y. Torej smo prisli do protislovja in funkcija je zato injektivna.

Dokazimo Se surjektivnost. Vzemimo poljuben a € G. Sedaj poglejmo
f(g7'a). Vidimo da je f(g7'a) = gg~'a = a. Ker je tudi g7'a € G, so
vsa stevila iz G v zalogi vrednosti. Torej je funkcija surjektivna in zato tudi
bijektivna. 0

Kot imajo mnozice svoje podmnozice, imajo tudi grupe svoje podgrupe.
Seveda vsaka podmnozica s to operacijo ne tvori grupe.

Definicija 6 Naj bo (G,-) grupa. (H,-) je podgrupa grupe (G,-) natanko
tedaj, ko je tudi sama grupa in veljo H C G.

Podgrupa je prava, ¢e je mnozica H strogo manjSa od G. Vsaka grupa je
podgrupa sama sebi. Vse grupe (z izjemo trivialne) imajo vsaj dve podgrupi:
grupo samo in trivialno grupo.

Pred nadaljevanjem bomo spoznali Se, kako lahko dolo¢ene grupe zapisemo
na enostavnejsi nacin.

Definicija 7 Naj bo G grupa in S njena podmnoZica. Podgrupa (S), gene-
rirana z S, je mnozica elementov, ki jih lahko zapisemo kot koncni produkt
elementov v S in njihovih inverzov.

Zgled 2 Ce je x generator grupe, je {..., 272,27 1q,2,2%,...} grupa, ge-
nerirana z x. Primer grupe z generatorjem x = 1 je (Z,+). Oznacimo jo

lahko tudi kot (1).

Vc¢asih poleg generatorjev na grupah vkljucimo se kaksne dodatne pogoje, kar
zapiSemo za navpicno ¢rto. Denimo, zapis {r | r* = 1) predstavlja cikli¢no
grupo na stirih elementih.



3 Delovanje grup

Sedaj poznamo grupe in njihove osnovne lastnosti, kar je dovolj, da si lahko
ogledamo delovanja grup - preslikave, s katerimi bomo na nasem konkretnem
primeru s pomocjo grup ponazorili rotacije.

Definicija 8 Naj bo G grupa in X mnoZica. Delovanje grupe G je preslikava
x 12 G x X v X, za katero velja:

o za vsaka g1, g2 € G in x € X velja
(9192) x & = g1 * (g2 * ),

o lgxx =1

Definirali bomo se ekvivalen¢no relacijo, ki nam bodo pomagali pri dokazo-
vanju nekaterih pomembnih lastnosti.

Definicija 9 FEkvivalencna relacija ~ je relacija med dvema elementoma a
in b v mnoZici, za katero velja:

e a~a,
e a~b=0b~a,

e a~bANb~c=a~c.

Zgled 3 Poglejmo si relacijo =, kot je definirana obicajno. Enostavno pre-
verimo, da zanjo veljajo vsi tri pogoji, torej je ekvivalencna.

Ekvivalencna relacija razdeli mnozico na disjunktne ekvivalen¢ne razrede,
tako da so v vsakem ekvivalené¢nem razredu vsi elementi, ki so med seboj v
relaciji.

Tudi pri delovanju grup lahko najdemo ekvivalen¢no relacijo:

Definicija 10 Naj bo G grupa, ki deluje na mnozZici X. Definiramo ekuvi-
valencno relacijo x ~ y s predpisom x = g *xy za nek g € G. FEkvivalencne
razrede te relacije imenujemo orbite. Orbito, ki vsebuje element x, ozna-
cimo z Q.

Premislimo Se enkrat o nasi nalogi: v uvodu smo ugotovili, da barvanje dveh
kvadratkov, simetri¢nih ¢ez sredisce, ustvari konfiguracijo, ki se pri rotaciji
za 180° ne spremeni. Podobno opazanje lahko prenesemo na delovanja grup.



Definicija 11 Stabilizator stabg(x) elementa x mnoZice X, na kateri deluje
grupa G, je mnoZica elementov G, ki pri delovanju G fiksirajo x - torej

stabg(z) ={g € G| g*xx = z}.

Izrek 2 Stabilizator poljubnega elementa x € X je podgrupa v G.

Dokaz: Ocitno je, da je stabilizator podmnozica G. Dokazati moramo Se,
da je grupa. Za to mora mnozica imeti nevtralni element, inverz vsakega
elementa in za vsaka ¢y in g9 iz G mora veljati (g1g2) * © € G. Da prva dva
pogoja zmeraj veljata, ni tezko dokazati, zadnji pogoj pa mnozica izpolnjuje,
saj velja

(g1 % x) * go =T % gg = .

OJ
Orbite in stabilizatorje poljubnega elementa x € X povezuje pomemben
izrek, ki ga sicer v tem ¢lanku ne bomo dokazali.

Izrek 3 Izrek o orbitah in stabilizatorjih. Naj bo G koncna grupa,
O = O, orbita poljubna elementa v € X ter S = stabg(x). Potem velja

0] -15] = 16

4 Burnsidova lema

Sedaj imamo vsa potrebna sredstva, da navedemo in dokazemo osrednji izrek
nasega clanka, ki bo glavno orodje, s katerim bomo resili nalogo iz zacetka
clanka.

Izrek 4 Burnsidova lema Naj bo G grupa, ki deluje na X. Naj bo n
stevilo razlicnih orbit. Potem je:

1
Lz

geqG

kjer |Fix g| predstavlja Stevilo razlicnih x € X, za katere velja g * x = x.



Dokaz: Najprej zapisimo Y ¢ |Fiz g| malo drugace.

Z\Fi:vg]:Z|{x€X|g*$:x}]:

geG geG
=H{(g,2) |z e X, g€ G, gxx =1} =

=Y g | g€G.ge stab(x)}| =

zeX
= > |stabe(x)|.
zeX
Ker pa je |stabg(x)| = ‘g’;l‘, velja:
. |G|
S |Fiz gl =) .
geG zeX |Oz|
Zdaj pomnozimo obe strani z ﬁ:
1 , 1 G| 1
_ |FZI‘ g’ = — = .
G G % o]~ %ol

geG zeX zeX

Ker vsak x nastopa v natanko eni orbiti, se ¢len @ pojavi natanko enkrat
za vsak element orbite elementa x. Torej je vsota ¢lenov, ki jih prispevajo
vsi elementi ene orbite, enaka 1. To velja za vsako orbito v . Sledi, da je
vsota > .cx ﬁ enaka Stevilu razli¢nih orbit n. O

Sedaj se kon¢no lahko lotimo nase naloge:

Zgled 4 V tabeli 7 x 7 pobarvamo dva kvadratka. Koliko razlicnih konfi-
guracij lahko dobimo, ce stejeta dve konfiguraciji za enaki, ko lahko iz ene
pridemo v drugo z rotacijami okrog sredisca za 90°?

Resitev: Definirajmo grupo G = (r | r* = 1) in naj bo X mnoZica vseh
moznih barvanj dveh razlicnh kvadratkov v tabeli 7 x 7. Delovanje grupe G
na mnozici X naj predstavlja rotacijo - za vsak x € X naj r x x predstavlja
rotacijo elementa x za 90°.

Stevilo orbit nam tukaj predstavlja Stevilo razlicnih barvanj tabele, saj sta
dve barvanji enaki natanko tedaj, ko sta v isti orbiti. Oznac¢imo stevilo orbit
s T'. Uporabili bomo Burnsidovo lemo. Poglejmo, kaj se zgodi pri razli¢nih
rotacijah:

e Rotacija za 0° (1gz) vrne vse elemente v njihovo prvotno pozicijo.

Taksnih barvanj x je (429).



e Rotaciji za 90° (rz) in 270° (r3z) v nobenem primeru ne vrneta dveh
pobarvanih polj v prvotno pozicijo.

e Rotacija za 180° (r?z) fiksira samo tista barvanja, pri katerih sta po-

barvani polji zrcaljeni prek sredis¢a polja, takih barvanj je % (vsako
barvanje je enolicno dolo¢eno z izbiro enega nesredinskega kvadratka,
vsako barvanje pa smo steli dvakrat - enkrat za en kvadratek in Se

enkrat za njegovo zrcalno sliko).

Po Burnsidovi lemi velja:

1 1 49 48 1

4 . 2 2
Torej je takSnih barvanj natanko 300. 0
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